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1 Fehler, Messfehler

Nehmen wir an, dass ein Dozent der DHBW von Weingarten nach Friedrichs-
hafen fahren will. Er méchte gern vorher wissen, wie lange er dafur braucht
und wieviel Benzin er verbrauchen wird. Wie geht er vor?

Berechnung der Fahrzeit: Zeit = Entfernung / durchschnittliche
Geschwindigkeit
Berechnung des Verbrauchs: Verbrauch = Entfernung - mittlerer
Kilometerverbrauch

Nun nehmen wir an, dass er die Strecke einmal pro Woche zurticklegt und
dabei jedesmal die Zeit und den Benzinverbrauch misst. Alle Werte werden
sich am Ende der Fahrt als fehlerbehaftet (leicht falsch) erweisen.

Gleiches geschieht bei jeder Messung, die der Mensch durchfiihren kann. Je-
de Messung ist mit einem gewissen Anteil an Fehlern behaftet. Uns werden
im Folgenden zeitlich konstante Fehleranteile interessieren:

Grobe Fehler sind vermeidbar (und sollten natlrlich vermieden werden). In
diese Kategorie zéhlen Fehler wie defekte Messgerate, ungeeignete
Messmittel oder offensichtliche Verfalschungen am untersuchten Objekt.

Systematische Fehler: sie beeinflussen das Messergebnis stets in die glei-
che Richtung und &ndern sich mit einem Wechsel der Versuchseinrich-
tung. Hierzu zahlen Fehler wie

e Fehlanzeigen wegen fehlerbehafteter Kalibrierung

Alterung von Messgeraten

Unvollkommenheit des Messgegenstandes

auBere Einflisse (Storfelder, Auftrieb,...)

Verlassen des Giltigkeitsbereichs physikalischer Gesetze (Elasti-
zitétsgrenze, ...)

Zufallige Fehler: sie haben zufélligen, statistischen Charakter. Dies bedeu-
tet, dass ein Messwert nach oben und nach unten schwanken kann.
Ursachen sind beispielsweise

¢ Ablese-Ungenauigkeiten



1.1 Normalverteilung

o Umwelteinflisse (Temperatur, Luftdruck, Netzspannung etc.)
¢ Quanteneffekte (Rauschen, Fluktuationen)

Durch sorgféltige Planung und Durchfihrung von Messungen kdnnen viele
Fehlerquellen eliminiert werden - zumindest mit den zufélligen Fehlern mis-
sen wir leben. Ziel der folgenden Betrachtungen wird es sein, geeignete Na-
herungswerte und Unsicherheitsintervalle fir gemessene GréBen zu ermitteln
und mit dem Messergebnis anzugeben.

1.1 Normalverteilung

Naheliegend ist der Gedanke, aus den gemessenen Werten einen Mittelwert
zu bilden und mit diesem weiter zu arbeiten. Das ist sicher nicht falsch (es
wird bei vielen Messungen den Fehler verkleinern), hilft aber fir die Angabe
eines entsprechenden Fehlers nicht weiter. Wie kann also eine Messung und
deren Auswertung aussehen?

Wir messen die betrachtete GréBe genau n mal und stellen die Messwerte in
einem Diagramm dar, um uns ein Bild tGber ihre Lage zu verschaffen. Wenn je-
de einzelne Messung sehr sorgféaltig mit maximal mdglicher Genauigkeit aus-
gefuhrt wurde, sollte kaum ein Messwert doppelt vorkommen.

Kann die gemessene Variable X beliebige Werte in R annehmen, so lasst
sich eine Messreihe in endlich viele Ereignisklassen a < = < b der Breite
Ax = b — a einteilen. Man berechnet dann aus der relativen Haufigkeit / pro
Ereignisklasse zwecks Standardisierung die empirische Dichte p = A% und
visualisiert diese in einem Histogramm. Verlangert man die Messreihe immer
mehr und verkleinert zugleich die Breite Ax immer weiter, so strebt die Fol-
ge der Histogramme gegen den Graph der theoretischen Dichtefunktion p(z).
Diese ist eine spezifische Funktion von X, und es qilt stets: Die Wahrschein-
lichkeit, dass eine Einzelmessung von X einen Wert im Bereicha < xz < b
liefert, ist gleich

b

Pla<z<b) = /p(x)dx (1)

a

Der Graph dieser Dichtefunktion kann ein- oder mehrgipflig sein, bei Eingipf-
ligkeit schief oder symmetrisch. Bei sehr vielen Variablen X, die im Wert von
vielen verschiedenen, aber jeweils nur schwachen Einflussgréen abhangen,
ist der Graph eingipflig und symmetrisch (‘glockenférmig’).
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1.1 Normalverteilung
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Abbildung 1: Normalverteilung mito =1, u = 3.

Falls 1« den Erwartungswert und o die Standardabweichung von X bezeichnet,
so hat die Dichtefunktion von X die Form

p(z) = ﬁ e () 7

die Variable X wird dann als normalverteilt bezeichnet.

Die GauB-Verteilung liefert also zwei Zahlenwerte, von denen einer (1) den
Wert angibt, den man bei einer Mittelung Uber unendlich viele Messungen
erwarten wirde. Der zweite Parameter o stellt ein Maf3 fir die Breite der
GauB-Kurve dar. Die Annahme einer Normalverteilung der gemessenen Wer-
te erlaubt aber einige zuséatzliche Angaben:

e etwa 68% aller Messwerte befinden sich im Intervall von j. — o bis u + o
e etwa 95% aller Messwerte befinden sich im Intervall von ;1 — 20 bis p+20
e etwa 99, 7% aller Messwerte befinden sich im Intervall von i — 30 bis

o+ 30

Problematisch ist hier lediglich die Tatsache, dass dies nur bei unendlich vielen
Messungen gilt!



1.2 Fehlerfortpflanzung

1.2 Fehlerfortpflanzung

Oft bestimmt man den Wert einer Gro3e durch eine Berechnung, in die ein-
zeln gemessene, fehlerbehaftete GréBen eingehen - wie im Beispiel oben: so-
wohl die Entfernung zwischen den Endpunkten als auch die durchschnittliche
Geschwindigkeit (bzw. der Durchschnittsverbrauch) sind nattrlich mit einem
Fehler behaftet. Der maximale Fehler, der bei der Bestimmung der Zeit oder
des Verbrauchs zu erwarten ist, muss also aus den (bekannten) Fehlern der
beiden gemessenen GréfBen geschéatzt werden. Dazu wird Ublicherweise das
im Folgenden beschriebene Verfahren angewendet.

Bei wiederholter Messung einer Gro3e x erhalt man eine Messreihe, beste-
hend aus n voneinander abweichenden Einzelwerten

L1,T92,X3,...Tp.

Die Streuung soll dabei ausschlieBlich auf zufalligen Messabweichungen be-
ruhen, auf die wir keinen Einfluss haben. Zunachst wird das arithmetische
Mittel der Einzelwerte gebildet:

I T1+ T+ ...+ T
xr = — XTr; =
2 .

=1
Dieser Wert dient als Naherungs- oder Schatzwert fir den wahren (im Allge-
meinen nicht feststellbaren) Wert der gemessenen GrdB3e x. Ein geeignetes
Man3 fir die Genauigkeit der Schatzung ist die Standardabweichung s; des
Mittelwerts, definiert durch

(2, — )2 (3)

=1

1
Sz = ,| —/— -
n(n —1)

Das Ergebnis der Messung wird dann in der Form
r=r+ Ax

angegeben, wobei Ax die Messunsicherheit der GréBe = bedeutet. Als Maf3
fir die Unsicherheit wird die Standardabweichung benutzt, damit lautet das
Messergebnis

r=IT+Axr=7= s;.



1.2 Fehlerfortpflanzung

Indirekte Messung einer GroBe

Haufig stellt sich das Problem, dass der Wert einer GréBe z ermittelt werden
soll, die wiederum von zwei GréBen x und y abhéngt, wobei der Zusammen-
hang zwischen diesen GréBen als bekannt vorausgesetzt wird:

z:f(x,y)

Im Gegensatz zu den unabhangigen GréBen ist die abhangige GrdBe oft nicht
direkt zuganglich, sie muss dann aus Messungen der beiden einfacher Zu-
ganglichen GréBen bestimmt werden. Das Messergebnis dieser GrdBen soll
in der Ublichen Form (Angabe der Mittelwerte und Messunsicherheiten) vorlie-
gen

r=rx+t Az, y=y+Ay

Flr die Messunsicherheiten werden wieder die Standardabweichungen der
beiden Mittelwerte sz und s; herangezogen. Das gesuchte Messergebnis flr
die GréBe z soll dann in einer analogen Form dargestellt werden:

z=2z+ Az

Der Mittelwert der abhangigen GréBe z kann aus den Mittelwerten der beiden
anderen GroéBen z und i bestimmt werden

zZ = f(jag>7

das Problem hierbei ist es, einen Ausdruck fur den Fehler oder die Mes-
sunsicherheit zu finden. Dazu bilden wir das totale Differential der Funktion
z = f(x,y) ander Stelle x = z,y = y:

9 0
dz = %f(x, Y) Loz ymy 4T + a—yf(x, W) lomzymy

Die beiden Differentiale dx und dy deuten wir jetzt als Messunsicherheiten
oder -fehler Az und Ay der beiden unabhangigen GréBen. Damit liefert das
totale Differential einen Naherungswert fir die Messunsicherheit der zusam-
mengesetzten GroBe z = f(x,y). Es gilt damit ndherungsweise

Az = foT,9)Az + [,(Z,7)Ay.

Wir kénnen die Terme f,(z,y) und f,(Z,y) als Gewichtungsfaktoren fiir die
Messunsicherheiten der unabhangigen GréBen sehen. Die Vorzeichen der
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1.2 Fehlerfortpflanzung

Unsicherheiten Az und Ay sind dabei aber unbekannt, zur Abschétzung eines
Fehlers wird stets der ungdinstigste Fall betrachtet (der hier eintritt, wenn sich
die beiden Einzelfehler mit gleichem Vorzeichen addieren). Wir erhalten dann
den gréBtmdglichen (oder maximalen) Fehler, der durch

AZmax = ‘fac(j7g)Ax’ + |fy<j7g)Ay‘
definiert ist.

Die angegebenen Formeln gelten analog auch fir Funktionen von mehr als
zwei unabhangigen Variablen.

Im Folgenden werden wir die bisherigen Ergebnisse in einen gréBeren Zu-
sammenhang stellen und nicht nur einzelne Funktionen der Beobachtungen
sondern komplexere Systeme betrachten. Wir gehen dabei davon aus, dass
immer redundante Messungen ausgefuhrt werden, also mehr als zur eigentli-
chen Bestimmung der Unbekannten notwendig sind. Es liegen also mehrere
unabhangige Messungen zum selben Sachverhalt vor, aus denen zunéachst
ein Schatzwert des tatsachlichen Werts bestimmt werden muss. Es sind im
Prinzip mehrere Mdoglichkeiten des 'Ausgleichens’ solcher redundanten Mes-
sungen denkbar. Aus historischen Griinden hat sich die sogenannte Methode
der kleinsten Quadrate durchgesetzt:

Streudiagramm Preis - Absatz
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Abbildung 2: 'Messpunkte’ zum Beispiel der Hersteller von Kolbenriickholfe-
dern.



1.2 Fehlerfortpflanzung

in Abb. [2| gegeben sind Punkte in einem System der Vaiablen x,y. Diese
Punktwolke soll durch eine Gerade reprasentiert werden. Gesucht sind die
Parameter jener Geraden, die flr diese Approximation ’am besten’ geeignet
ist. Wir nennen diese Gerade auch Ausgleichsgerade.

Die Punkte in Abb. [2| kbnnten beispielsweise die grafische Darstellung einer
Messreihe sein, wobei auf der Abszisse eine Steuergré3e aufgetragen wurde
und auf der Ordinate die untersuchte MessgréBe. Wir nehmen ferner an, dass
die wahren Werte der MessgréBen auf einer Geraden liegen, d.h. zwischen
der Variablen x und den wahren Werten der beobachteten GréBe y soll ein
linearer Zusammenhang bestehen.

y=f(r)=a+b-x

Mathematisch kdnnen wir zur Bestimmung der beiden Geradenparameter
Steigung b und Ordinatenabschnitt a ein Gleichungssystem aufstellen, wobei
jeder Punkt eine Gleichung beisteuert = es handelt sich bei unserem Bei-
spiel um ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten und 6 Gleichungen.
Ein solches System wird als Uberbestimmt bezeichnet, wegen der leichten
Abweichungen realer Messwerte kann es nicht eindeutig gel6st werden. Eine
Gerade ist in der Ebene durch zwei Punkte definiert. Haben wir mehr als zwei
Punkte, die auf der Geraden liegen sollen, so kénnen wir im Allgemeinen keine
eindeutige Lésung angeben. Es muss ein Kriterium dafir gefunden werden,
welche Gerade der Punktwolke ‘'mdglichst gut angepasst’ ist. Wir fordern al-
so, dass die Abweichung der Funktionswerte der gesuchten Funktion von den
gemessenen Werten so klein wie moglich ist.

Die Abweichung kann hierbei unterschiedlich definiert werden - plausibel er-
scheint eine Definition, in der ein gro3erer Fehler Gberproportional mehr wiegt
als ein kleiner. Zudem darf das Fehlermal3 nicht vorzeichenbehaftet sein
(sonst wirde ein negativer Fehler einen betragsgleichen positiven Fehler aus-
gleichen). Die einfachen Quadrate der Differenzen zwischen Mess- und Funk-
tionswert erflillen diese beiden Forderungen. (f(x) — y)? ist also ein geeig-
netes MaB fir die Abweichung der gemessenen Gréi3e gﬂ Gesucht ist eine
Funktion fir die die Summe

S = Z(f(%) — i)

der Quadrate der einzelnen Differenzen zwischen Funktions- und Messwerten
minimal wird. Die notwendige Bedingung daflr, dass diese Summe minimal

'Wir gehen hier - wie in der Literatur tiblich - davon aus, dass die GréBe z exakt bestimmbar
ist und suchen die Abweichung in Richtung der Abszisse

9



1.2 Fehlerfortpflanzung

ist, ist dass ihre erste Ableitung 0 wird. Vermutet man einen linearen Zusam-
menhang f(z;) = y; = a + b - x;, kann die Summe wie folgt umgeschrieben
werden:

S (F@) =) =Y (i — (a+ bw;))* — minl

=1 i=1
Durch partielles Differenzieren und Nullsetzen der Ableitungen erster Ordnung
erhalt man ein System von Normalgleichungen. Die gesuchten Regressions-
koeffizienten sind die Lésungen

DI (LIS SR ) R
b= i=1 _ i=1 _ Py (4)
n n S
53 (o P VR
=1 =1
und
a=7y—bT (5)

Beispiel: lineare Regression.

Wir nehmen an, dass ein Hersteller von Kolbenriickholfedern mehrere
Modelle (nummeriert mit dem Index 7) zum Preis von jeweils x; im Ange-
bot hat. Um den Absatz zu optimieren, soll eine Preis-Absatz-Funktion
ermittelt werden.

Preis Menge

{ X Yi z—% yi—§ (-2 (yi—7y) (x;—7)?

1 20 0 5 -5 -25 25

2 16 3 1 -2 -2 1

3 15 7 0 2 0

4 16 4 1 -1 -1 1

5 13 6 -2 1 -2 4

6 10 10 -5 5 -25 25
Summe 90 30 0 0 -55 56

Mittelwert 15

o

Daraus ergeben sich flr die beiden gesuchten Regressionsparameter

die Werte g .
b= — "= — 0,98
S 56 ’

10



und

verkaufte Menge

1.2 Fehlerfortpflanzung

a=7—b-T=5+0,98-15=19,73

Die jeweilige verkaufte Menge an Produkten y hangt also mit dem Preis
x angendhert wie y = a + b - z zusammen. Mit einer Preiserh6hung um
eine Einheit sinkt der Absatz um etwa eins.

Streudiagramm Preis - Absatz

10 W

—. 19,73 + (-0,98) x

10

12

!
14

T

Verkaufspreis

Abbildung 3: 'Messpunkte’ zum Beispiel der Hersteller von Kolbenriick-
holfedern mit eingezeichneter Ausgleichsgerade.
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2 Integralrechnung

Ein typisches Problem aus der Mechanik ist die Bewegung eines Massen-
punktes (zundchst eindimensional):

y=9(t)

Abbildung 4: Bewegung eines Massenpunktes entlang der Bahn s(t).

e ein Massenpunkt bewegt sich in Abhangigkeit von der Zeit ¢ entlang ei-
ner Bahn s(t). Die jeweilige Geschwindigkeit v und die Beschleunigung
a lassen sich aus der Bahn durch eine Ableitung ermitteln
ds(t) .
t) = =§(t
o(t) = —= = 5()
= do(t)  d*s(t)

olt) = =4 a0

e Oft kennen wir aber lediglich die Kraft F(¢), die auf ein Objekt wirkt,
und damit nach dem zweiten Newtonschen Gesetz die Beschleunigung
a(t) = F(t)/m. Um daraus wieder eine Geschwindigkeit bzw. die Bahn-
kurve zu bestimmen, missen wir Funktionen v(¢) und s(¢) bestimmen,
so dass

do(t)  d*s(t)
dt dt2

= a(?)

Gesucht ist also ein Weg, um eine Differentiation 'umzukehren’, genau dies
wird durch die Integration erreicht.

12



2.1 Unbestimmtes Integral

2.1 Unbestimmtes Integral

Wir wollen uns zunéchst keine Gedanken machen, unter welchen Vorausset-
zungen eine Umkehrung der Differentiation existiert - wir nehmen der Einfach-
heit halber an, dass die dafiir notwendigen Voraussetzungen erfillt sind. Das
unbestimmte Integral einer Funktion f sollte also einfach eine Funktion liefern,
die abgeleitet wieder die Originalfunktion f ergibt.

Definition: Stammfunktion

eine Funktion F'(x) heil3t in einem gegebenen Intervall [a, b] Stammfunk-
tion von f(x), wenn f(x) im gesamten Intervall die Ableitung von F(x)
ist:

F'(z) = —F(x) = f(x) Vz € [a,b]

Satz: Mehrdeutigkeit der Stammfunktion

Ist die FunktionF'(xz) in einem beliebigen Intervall I eine Stammfunktion
der Funktion f(z), so ist auch die Funktion F'(x) + C' mit einer beliebigen
Konstanten C' € C eine Stammfunktion von f(x). Umgekehrt lasst sich jede
Stammfunktion von f(x) im Intervall I in dieser Form darstellen.

Beweis:

d d
- (F(z)+C) = %F(g:) = f(x) nach Vor.

b) Es sei ®(x) eine beliebige Stammfunktion von f(x),
P'(z) = f(x) Ve el

F(x) und ®(z) besitzen die gleiche Ableitung (f(x)), daher unterscheiden
sie sich nur durch eine Konstante

— ®(x) = F(x)+C

13



2.1 Unbestimmtes Integral

— Da sich alle Stammfunktionen der Funktion f(x) lediglich durch eine Kon-
stante unterscheiden, gentigt es, eine einzige Stammfunktion zu bestimmen.
Der allgemeine Ausdruck fiir eine Stammfunktion von f(z) lautet

G(z) = F(x)+ C, C' = const., beliebig

Die Konstante C' wird auch als Integrationskonstante bezeichnet. Sie drlickt
die Tatsache aus, dass jede beliebige additive Konstante bei einer Ableitung
der Funktion verschwinden muss.

Die Stammfunktion kann als Flacheninhalt eines ebenen Flachenstlicks
gedeutet werden.
Es sei y = f(z) eine stetige, positive Funktion im Intervall [a, b].

> P(x)

AP

a X X+ AX

X

Abbildung 5: Skizze zur Deutung der Stammfunktion als Flacheninhalt

Wir betrachten das krummlinige Trapez ABC' D mit dem Flécheninhalt P(x)
flr ein beliebiges = aus [a, b].

Ableitung von P(x):
AP(z) = P(x + Ax) — P(x)
Mit dem Infimum m und dem Supremum M gilt ferner

m-Ax <AP< M- Az

14



2.2 Grundlegende Integrationsregeln

AP
< —< M
m_Ax_

Aus der Stetigkeit von f(x) folgt im Grenzwert Ax — 0

lim m = f(z) und Alai:IEOM = f(z).

Az—0

Damit erhalten wir p AP
gl @) = Jim o= (o),

Satz: Die Ableitung des variablen Flacheninhalts P(z) nach der Variablen z
ist gleich dem Funktionswert f(z) an der Stelle x.

= Der variable Flacheninhalt P(z) ist eine Stammfunktion fiir die gegebene
Funktion y = f(x).

P(z)=F(z)+c
Satz: Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Sei f(z) im Intervall [a, b] integrierbar und m < f(z) < MVx € [a,b]. Dann
existiert eine Zahl p,m < p < M, fur die qilt

b

[ t@de = pio - a)

a

Ist f(z) zusétzlich stetig auf [a, b], so existiert £ € [a, b] mit

b
/#@wxzﬂ@w—@@emw] (6)

2.2 Grundlegende Integrationsregeln

1. Faktorregel

/abk f(z)de =k - /abf(x)dx, (7)

wenn F'(z) Stammfunktion zu f(x) ist, dann ist kF'(x) wegen (kF) =
kF'" = kf Stammfunktion zu k f(z).

15



2.2 Grundlegende Integrationsregeln

2. Summenregel

/ab (f(z) +g(2)) dr = /abf(x)dx + /abg(l-)dg;’ (8)

wenn F' und G die jeweiligen Stammfunktionen zu f(z) und g(x) sind,
so ist ' + G Stammfunktion zu f + g, denn (F+G) = F'+G' = f +g.

3. Vertauschen der Integrationgrenzen:

[ = [ sy ©

Daraus ergibt sich sofort
/ flz)dz = —/ f(x)dm:>/ f(z)dz =0
4. Aufspalten des Integrationsintervalls

/acf(az)daz = /abf(m)daz + /bc f(x)dx (10)

Mit diesen einfachen Regeln zur Integration und der gedanklichen Umkehrung
der Differentiation lassen sich bereits viele einfache Stammfunktionen und In-
tegrale berechnen.

Beispiel: einfache unbestimmte Integrale.
1. f(x) = 22, gesucht ist eine Funktion F'(z) mit der Eigenschaft
F'(z) = f(z).
2 1 3
/f(x)d:c:/x dyc:g:c +C

2. Korper im homogenen Kraftfeld: gegeben sei die konstante Be-
schleunigung a, gesucht ist die Bahnkurve s(t). Berechnung der
Geschwindigkeit:

v(t)—/a(t)dt—a~/dt:>v(t)—a-t—i—C

16



2.2 Grundlegende Integrationsregeln

Die Konstante hat die Dimension einer Geschwindigkeit, sie kann
aus der Anfangsbedingung Bestimmt werden:

v(t:to):a-t0+C’:v0:>C:vo—a-t0

= v(t)=a-(t —ty) + vy

Die Bahnkurve s(¢) kann aus der Geschwindigkeit berechnet wer-
den:

s(t) = /U(t)dt = /a-(t—to) + vodt

:/a-t—a-t0+vgdt

.42
:a2 —(a'to—’l}o)'t—l-o

Anfangsbedingung: s(t = to) = so, damit wird

a-t?
2

Sp — —(a'to—vg)'to+c
a-t

2

a-t? a-t3

S(t) = 9 — atot -+ Uot + 8o — Uoto + 5

:>C:SO—’U()'t0+

1
= Ea(t — t0)2 + Uo(t — to) + So

17



2.2 Grundlegende Integrationsregeln

/de =C
a+1 C _1
/x a+1 + a7
1
/—dx =ln|z|+C
z
/e ="+ C
1
/a =—2a"+C a>0,a#—1
Ina
/sma:dx =—cosz + C
/cosxd:c =sinz + C
/ g = —tanxz +C
cos
/ =—cotx+C
sin? x
/ sinh zdx =coshz +C
/ cosh zdzx =sinhx + C
= —tanhz +C
/Cosh2
= —cothax +C
/smh2
T =arctanz + C
I —lln 1+ Lo artanhz +C | —1<x<1
1—m2 2 | l—x | arcothz+C  ||z| >1
1
————dx =arcsinz+C, |z|<1
| ]
1
——dx =arccoshz+C=In(z+vz2-1)+C lz|<1
| == (@ +VIE=D)+C

Tabelle 1: Grundintegrale
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2.3 Integrationsverfahren

2.3 Integrationsverfahren

Bisher: Integration von Funktionen, die sich unter Ausnutzung der einfachen
Eigenschaften von Integralen auf (einfache) Grundintegrale zurlckflh-
ren lassen.

Jetzt: Verschiedene Integrationsverfahren zur Integration komplizierter Funk-
tionen mit dem Ziel, sie auf einfache Grundintegrale zurtickzufihren.

Im Gegensatz zur Differentialrechnung missen sich die Integrale selbst ein-
facher Funktionen nicht immer durch einfache Funktionen ausdriicken lassen.
Sie sind dann nicht geschlossen integrierbar, z.B.:

Si(x) :/ Sl%dt Integralsinus
0

Integration durch Substitution

Sei
F(z) im Intervall [, 3] Stammfunktion von f(z) : F'(z) = f(2)

z = (x) flr z € [a,b] mit a = p(a), 5 = p(b).
Aus der Kettenregel der Differentialrechnung ergibt sich:

w = F(p())/ ()

Nach Integration ergibt sich:

/dﬂﬂﬂ)

P o = Flola) +C = [ Plot)(a)ds
F(z) fle(x))

und damit
/f@wz:/fwuwW@Mx

Far bestimmte Integrale missen schlie3lich noch die Integrationsgrenzen um-
gerechnet werden:

z € la,b], 2 = p(z) = a = ¢(a), B = »(b)

19



2.3 Integrationsverfahren

und damit erhalten wir insgesamt

/a " f(e)dz = / ’ flola)e (x) de = / ' gla)da (1)

g(x)

Das Ziel der Integration mittels Substitution ist es, ausgehend vom Integral
auf der rechten Seite durch eine geeignet gewahlte Substitution ein Integral
auf der linken Seite zu erzeugen, das einfach zu integrieren, wenn mdglich
sogar ein Grundintegral ist. Fir die Durchfihrung der Substitution missen die
folgenden Voraussetzungen erfllt sein:

(@) f(z) mussin [«, /5] stetig sein
= ff f(2)dz existiert.

(b) ¢(x) muss stetig differenzierbar sein in [a, 0]
= f: f(o(z))¢'(z)dx existiert.

(c) (x) muss in [a, b] streng monoton und damit umkehrbar eindeutig sein.

Beispiel: Integration durch Substitution

1. Gesucht ist der Wert des Integrals

/ sin(z) cos(z)da.

Es gibt mehrere einfache Méglichkeiten, dieses Integral zu lésen,
eine davon ist die Substitution

u = sin(zx).

Das Problem ist jetzt, den Ausdruck dz ebenfalls zu substituieren.
Dazu bilden wir den Differenzialquotienten

du d .
= I sin(x) = cos(z)
d
= dy = ——.
cos

u und du in das Integral eingesetzt liefert

/ sin(z) cos(z)dz = / ucos(x)cj:x - / udu

1
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2.3 Integrationsverfahren

Um die gesuchte Lésung des Integrals angeben zu kénnen, muss
jetzt lediglich die Substitution rickgangig gemacht werden:

1 1
u = sin(z) = /Sin(x) cos(x)dx = §u2 +C = 3 sin?(x) + C.

2. Lbsung von

2
/ - cos(z® + 1)dz
0

Eine geeignete Substitution ist hier u = (2% + 1), also

du 1
— =2r = dr=—d
dx ‘ T
2 (22+1) 1
/ z - cos(x® + 1)dx = / x - cos(u)—du
0 (02+41) 2z

1[5 1. . 5
= 5/1 cos(u)du = 5 [sin(u)];

Integration durch partielle Integration

Ausgangspunkt sind zwei differenzierbare Funktionen u(x) und v(z) und ih-
re stetigen Ableitungen «'(x) und v'(x). Wir integrieren die Produktregel der
Differentiation:

und erhalten

uv +C = /u’vdm + /uv’dx

oder (die Integrationskonstante kann in einem der unbestimmten Integrale

'versteckt’ werden)
/u'vdx = uv — /uv’d:p (12)

b b
b
/ wvdr = uv\a—/ wv'dx
a a
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2.3 Integrationsverfahren

Beispiel: zur partiellen Integration

1.
I _
/me””dw Yy ot g, xl
/xemdm =zxe® — [ e'dr = (x —1)e* +C
2. iy - B
A
/2 /2
/0 x cos(x)dr = xsin(x) g/Q - /0 sin(z)dx
= (xsin(z) + cos(x)) g/Q =m/2—1
3. /1 :
/ln(x)dx Z:_:v UU_,ZH(;)
/ln(m)dx = zIn(z) — /xidm =z(In(z) - 1)+ C
4,

. u' =cosx v=sinx
sin x cos xdx . ,
u=sinx v =cosw

/sinxcos rdr =sinx - sinx — /sinxcos xdx

& 2~/sinxcosxdx =sin’z+C

sin?

+C

@/sinxcosxdx:

(Dieses Integral wurde bereits im vorigen Abschnitt mit einer Sub-
stitution geldst)
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2.3 Integrationsverfahren

Integration durch Partialbruchzerlegung

Die Methode der Integration nach PBZ kommt bei der Integration (echt) gebro-
chenrationaler Funktionen der Form

-1
aApT" + Q12" 4+ ...+ a1+ ag

R(x) =5 T b ™ .+ bz + by

mitn < m;m,n € N;ay, by € R;a, # 0 zur Anwendung. Im Folgenden wollen
wir uns der Einfachheit halber auf m = 2 und n = 1 beschranken, das Verfah-
ren lasst sich aber problemlos auf gré3ere Werte fir m und n Ubertragen.
Die Verfahrensweise zur Lésung des Integrals ist:

1. Zerlegung des Integranden in endlich viele Partialbriiche

2. Integration der Partialbriiche: meist einfach

Das Prinzip der PBZ:

Die Addition einfacher Partialbriiche fuhrt auf eine gebrochen rationale Funk-

ton 3 2 3x+5)+2x-2)  Sr+1l
x—2+x+5_ (x—2)(x+5)  22+3x—10

Die Partialbruchzerlegung ist die Umkehrung dieses Vorgangs, der komplizier-

te gebrochen rationale Ausdruck f,((‘fc)) auf der rechten Seite soll in Partialbr(-

che zerlegt werden, die meist einfach zu integrieren sind. Dazu wird zun&chst

die Faktorzerlegung des Nenners

N(x) = (& — o1)(x — 22)

mit den Nullstellen =1, x5 des Nenners bendtigt (diese Zerlegung ist nach dem
Fundamentalsatz der Algebra immer mdglich).

Fir die PBZ ist es von zentraler Bedeutung, ob der Nenner N(z) reelle
oder komlexe, einfache oder mehrfache Nullstellen besitzt (natarlich sind auch
Kombinationen davon mdglich). Wir wollen hier lediglich den einfachsten Még-
lichkeit - reelle und einfache Nullstellen - betrachten. In diesem Fall wahlen wir
den Ansatz

Z(x a1z + agp A B

= +
N(x 224+bhr—by (z—x1) (x— 29
_ Alx —x9)+ B(x —x1) (A4 B)x — Axy — By

(x — 1) (x — 29) N (x — 1) (x — 29)

- (13)

Mit den rellen Konstanten A und B. Die Konstanten lassen sich daraus durch
Vergleich der Zahlerpolynome

Z(z) =mx +ag=Alx —23) + B(x — 1) = (A+ B)x — Azy — Bxy
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2.3 Integrationsverfahren

beispielsweise Uber einen Koeffizientenvergleich ermitteln:

2 A+ B=a

2% — Axy — Bxy = ag

Beispiel: Integration nach Partialbruchzerlegung
Integriert werden soll die Funktion

5r + 11

flo) = 22+ 3z — 10

fur die Nullstellen des Nenners ergeben sich die Werte

-3
N(z)=2"+3x—10 = 315 = - * V9/4+10

T1=2;T9=—5

Es handelt sich also um reelle, einfache Nullstellen, der Ansatz nach
Gleichung lautet

el A B
2 4+3r—10 (x—2) (x+5)

(x—2)(x+5) (x —2)(z+5)
Der Koeffizientenvergleich

_A(@+5)+B(x—-2) (A+B)x—2B+5A

A+ B=5 254 —-2B =11

= A=3und B =2

Damit haben wir die Funktion f(x) in eine einfacher zu integrierende Form
Ubergeflhrt:

Se+ll 32
22 +3r—-10 (x—2) (x+5)

3 2 1 1
/<a:—2>*<x+5>dx:3/<x—2>d“2/<x+5>d”“"
=3In(jJzr —2|) +2In(|lz +5|) + C

fx) =
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2.4 Fundamentalsatz der Analysis

2.4 Fundamentalsatz der Analysis

Der Fundamentalsatz der Analysis, oft auch als Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung bezeichnet, verbindet die grundlegenden Konzepte der
Analysis (Differentiation und Integration)

Sei f : [a,b] — R eine reellwertige stetige Funktion im abgeschlossenen
Intervall [a,b] C R, so ist fUr alle x € [a, b] die Funktion

F :[a,b] — R mit F(x) = /f(t)dt (14)

differenzierbar und eine Stammfunktion zu f. Es gilt also F'(x) = f(z) flr
alle z € [a,b]. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit Stammfunktion
F :]a,b] — R, dann gilt die Newton-Leibniz-Formel:

/ f(z)dz = F(b) - F(a)

Beweis:
Zu zeigen ist, dass die Ableitung von F’,

lim F(z+h)— F(x)

h—s0 h

I

existiert und gleich f(x) ist. Dazu nehmen wir = € [a, b] als fest an und es sei
h # 0mitx + h € [a,b]. Dann gilt

e )= Flo) _1 ( /:h Ft)dt — / f(t)dt) ! / .

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung (6) besagt, dass eine reelle Zahl &,
zwishen x und x + h existiert, so dass

z+h
/ = h- f(&)

Wegen &, — x flr verschwindendes h und der Stetigkeit von f folgt daraus

hhmo F(x +h) — F(z)

= lim (&) = ()
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2.5 Mehrfachintegrale

2.5 Mehrfachintegrale

Masse eines Quaders: m = p-V mit der (homogenen) Dichte p und dem Volu-
men V. Wie kann die Masse bei inhomogener Dichte p = p(z,y, z) bestimmt
werden?

Mehrfachintegrale lassen sich meist auf mehrere nacheinander auszufihren-
de einfache Integrationen zurlckfihren. Oft kann die Berechnung dadurch
vereinfacht werden, dass man ein Koordinatensystem zugrunde legt, das dem
Problem in besonderer Weise angepasst ist (beispielsweise Zylinder- oder Ku-
gelkoordinaten).

2.6 Doppelintegrale

Wir betrachten eine in einem Bereich (A) definierte und stetige Funktion
z = f(z,y) mit der Eigenschaft f(z,y) > 0. Der in Abb. [f] dargestellte
zylindrische Kérper wird nach unten durch den Bereich (A) in der z, y-Ebene
begrenzt, die obere Begrenzung soll durch die Bildflache von z = f(x, y) gebil-
det werden. Die Mantellinien des Kérpers verlaufen dabei parallel zur z-Achse.
Wir versuchen das Volumen V' des so gebildeten Zylinders zu bestimmen.

Flache z = f(x,y)

T Bereich (A)

=

NA

[\

X
Abbildung 6: Zylindrischer Kérper zur Veranschaulichung des Doppelintegrals.

Der Boden des Zylinders (der Bereich (A)) kann in n Teilbereiche mit den Fl&-
cheninhalten AA;, AA,,...AA, zerlegt werden, womit sich der Zylinder durch
eine gleich groBe Anzahl von Saulen mit rechteckiger Grundflache darstellen
|asst.

Wir betrachten eine der Saulen (Index k) - ihre untere Begrenzung ist als Teil
des Bereichs (A) eben, der 'Deckel’ wird als Teil der Bildflache von z = f(x,y)
im Allgemeinen gekrimmt sein. Das Volumen dieser Saule kann dann nahe-
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2.6 Doppelintegrale

rungsweise als Quader mit der Grundflache A, und der Héhe des Flachen-
punkts z, = f(xk, yx) in der Mitte der Grundflache bestimmt werden:

Durch Summation der einzelnen Réhren erhalt man eine Naherung fir das
gesuchte Volumen des Zylinders

V= Z f (g, yk)AAk-

k=1

Dieser Naherungswert kann noch verbessert werden, indem die Zahl der
Saulen vergrdBert wird (damit verringert sich der Durchmesser der Saulen
entsprechend). Lasst man die Zahl der Saulen unbegrenzt wachsen, wo-
bei gleichzeitig der Durchmesser gegen Null geht, so strebt die Summe ge-
gen einen Grenzwert, der als 2-dimensionales Bereichsintegral der Funktion
f(z,y) Uber dem Bereich A oder kurz als Doppelintegral bezeichnet werden
kann. Fir die Voraussetzung f(z,y) > 0 liefert dieses Integral das Volumen
V' des betrachteten Kérpers.

lim E f(mk,yk)AAk://f(:c,y)dA:Doppelintegral
n—oo
k=1
(4)

e Auch die symbolische Schreibweise

/ f(x,y)dA
(4)

mit nur einem Integralzeichen ist tblich.

e Das Doppelintegral wird haufig auch als Flachenintegral bezeichnet.

2.6.1 Mehrfachintegrale mit nicht konstanten Grenzen

Wir betrachten als Beispiel die Berechnung einer Flache unter der Kurve
y = f(x). Wir wissen natlrlich, dass wir die Flache mit einem einfachen In-
tegral bestimmen kdnnen, das Beispiel dient dazu, die Problematik bei Mehr-
fachintegralen mit nicht konstanten Grenzen einfach zu demonstrieren.
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2.6 Doppelintegrale

——
Ay IAA
[ [
[ 1
S
a b
AX X

Abbildung 7: Zur Veranschaulichung der Bestimmung des Flacheninhalts unter
der Kurve y = f(z).

Die Flache unter der Kurve lasst sich als Summe einzelner Flachenstiicke
AA; = Ax; - Ay; darstellen

i=1 i=1

im Grenzwert n — oo kann sie wieder als Integral geschrieben werden:

A= [ dway.

Das Problem hierbei ist die Berlcksichtigung der begrenzenden Kurven. Auf-
summiert wird hier in der y-Richtung von 0 bis y = f(x), in Richtung x zwi-
schen den konstanten Werten a und b. Damit kann das Doppelintegral folgen-
dermafen umgeschrieben werden:

b f(z)
A= / / dydx
r=a y=0

Wir sehen, dass die obere Grenze des Integrals Gber y von der Variablen x
abhangt. Die Reihenfolge der Integration ist hier nicht mehr beliebig. Zur
Lésung beschreiten wir den folgenden Weg:

e zundchst wird das Integral mit der (den) variablen Grenze(n) geldst. Dies
entspricht der Bestimmung der Flache dinner, senkrechter Streifen in
unserem Bild.

e Es ergibt sich ein bestimmtes Integral, das gelést werden kann:

b f(x) b
A://dyd:z::/[f(x)—O]dx:/f(x)dx

r=a y=0 T=a r=a

28



2.6 Doppelintegrale

Beispiel: Flache zwischen zwei Funktionen.

A
- . 4
Berechnung der Flache zwi- i
schen :
8 |
e unterer Grenze y, = E yl=xz
2% und 2 £ |
|
e oberer Grenze y, = 1 :
2. |
I .
Schnittpunkte: z, = 0 und o "
T, = 2. Abbildung 8: Berechnung des Flachen-
inhalts zwischen zwei Kur-
ven.
ZTo Yo To 21 To
A—//dydx—//dydx—/@x—xz)dx
Tu Yu Ty 22 I
1 4] 8 4
2 3
= i —4_- ==
GO B

2.6.2 Doppelintegral in Polarkoordinaten

In vielen Féllen vereinfacht sich die Berechnung des Doppelintegrals
[[ f(x,y)dA deutlich, wenn anstelle der kartesischen Koordinaten z und y

(4)
Polarkoordinaten r und ¢ verwendet werden. Zwischen den kartesischen und
Polarkoordinaten besteht dabei der Zusammenhang

T =TCcoSp Yy =rsingp

mitr > 0,0 < ¢ < 2.
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2.6 Doppelintegrale

r cos{(D) (xy)

r sin(()

X
Abbildung 9: Polarkoordinaten.

Die Funktionsgleichung einer Kurve kann nach Koordinatentransformation als
r = f(p) = r(p) geschrieben werden, eine von zwei Variablen x, y abhangige
Funktion z = f(z,y) geht in eine von r und ¢ abhangige Funktion

z= f(z,y) = f(rcosp,rsing) = F(r,p)

Uber.

Ein Flachenelement d A wir in Polarkoordinatendarstellung durch zwei infinite-
simal benachbarten Kreisstiicken mit den Radien r und r + dr und zwei infi-
nitesimal benachbarten Strahlen mit den Polarwinkeln ¢ und ¢ + dy gebildet.
Es kann als

dA = (rde)dr = rdrdye (15)

geschrieben werden. Das Doppelintegral in Polarkoordinaten besitzt also das
folgende Aussehen:

w2 Talp)
// f(z,y)dA = / / f(rcose,rsing)rdrde.
(4) P=p1r=ri(¢)

Die Berechnung erfolgt wieder von innen nach auf3en. Zunachst wird nach der
Variablen r zwischen den beiden Randkurven r = r;(¢) und r = r,(y) inte-
griert, anschlieBend nach der Winkelkoordinate ¢ zwischen den beiden Strah-
len ¢ = ¢, und ¢ = 4. Die Variablentransformation wird also durch Einsetzen
von x = rcosp,y = rsing und dA = rdrdp vollzogen, die Integrationsgren-
zen mussen dabei neu bestimmt und natirlich ebenfalls in Polarkoordinaten
ausgedruckt werden.
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2.6 Doppelintegrale

Beispiel: Integration in Polarkoordinaten.

Wir berechnen den Wert des Doppelintegrals

/ / rydA
(4)

fir den in Abb. [10] dargestellten Integrationsbereich (Achtelkreisflache
mit Radius r» = 2).

Abbildung 10: Integration in Polarkoordinaten.

Bei Verwendung von Polarkkordinaten transformieren sich der Integrand

2

flx,y) =2y = (r-cosy)(r-sinp) =r°-siny - cos @,

und das Flachenelement
dA = rdrde.

Die Integrationsgrenzen lassen sich hier einfach aus dem Bild ablesen:

r-Integration: von r = 0 bis r = 2
¢-Integration: von ¢ = 0 bis ¢ = /4.

Damit lautet das Integral in Polarkoordinatendarstellung

w/4 2
// rydA = / / r3 - sin @ - cos pdrdep.
(A) p=07r=0

Jetzt kdnnen die beiden Integrationsschritte durchgefiihrt werden, zu-
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2.6 Doppelintegrale

nachst die innere Integration

r3 - sin - cosdr =sinp - cosp [ ridr

g\w

T

— ||\
o [\

2

=siny - cos [—7“4}
4 r=0

=4.singp-cosp

Mit dem Ergebnis kann die &ufBere Integration durchgefihrt werden

w/4
1 w/4
4-/sin<p-cosapdg0:4-[é-sin%p} =1
©=0 0
siehe frﬂh;r,es Beispiel
Damit ist das Endergebnis
w/4 2

//xydA = //wydA = / / 73 - sin @ - cos pdrdp = 1
(A) (A4) ©=07r=0
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2.7 Dreifachintegrale

2.7 Dreifachintegrale

Beim Doppelintegral handelt es sich um die Integration einer Funktion, die von
zwei unabhéangigen Variablen abh&ngt. Wir wollen das Konzept des Integrals
jetzt auf Funktionen, die von drei unabhéngigen Variablen abh&ngen, erwei-
tern. Dies fUhrt uns kosequenterweise zum Dreifachintegral.

A
A

| — Bereich (V)

v, Z AV,

Abbildung 11: Zylindrischer Kérper zur Veranschaulichung des Dreifachinte-
grals.

Bei der Herleitung wollen wir wie beim Doppelintegral einen zylinderartigen
Kérper, skizziert in Abbildung betrachten. Die Funktion u = f(z,vy, z) sei
im raumlichen Bereich (V') definiert und stetig. Wir unterteilen den Korper
wieder in n Teilbereiche und betrachten den willkirlich gewahlten Teilbereich
vom Volumen AVj. Wir wahlen einen beliebigen Punkt P, = (xy, yx, zx) in-
nerhalb des Volumens AV}, berechnen an diesem Punkt den Funktionswert
ur = f(xk, yx, zx) und bilden das Produkt aus Funktionswert und Volumen.
Mit den Ubrigen Teilbereichen wird analog verfahren, die Summe der einzel-
nen Produkte betragt dann

Ly = Z [ (@, Yi, 26) AV

k=1

Nun lassen wir die Anzahl n der Teilbereiche unbegrenzt wachsen (n — o),
wobei die Abmessungen der Teilbereiche und damit auch ihr Volumen gegen
Null gehen sollen. Der Grenzwert der Summe Z,, wird als dreidimensionales
Bereichsintegral von f(z,y, z) Gber den Bereich (V') (oder kurz als Dreifach-
integral) bezeichnet.
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2.7 Dreifachintegrale

Definition:
Der Grenzwert

Jim > F@r, yr, ) AV
k=1

wird, wenn er existiert als Dreifachintegral bezeichnet. Wir schreiben

dafir
/// f(x,y, z)dV
(V)

e In der Literatur wird oft die Schreibweise mit einem Integralzeichen ver-
wendet - das Integral erstreckt sich natlrlich genauso Uber einen dreidi-
mensionalen (rAumlichen) Bereich.

e Der Grenzwert der Summe Z,, existiert, wenn der Integrand f(z, y, z) im
Integrationsbereich (1) stetig ist.

Zurlck zur Masse eines Quaders: m = p-V mit der (homogenen) Dichte p und
dem Volumen V. Wir kénnen nun auch bei inhomogener Dichte p = p(z, vy, 2)
die Masse bestimmen:

Wir gehen von einem Quader mit den Kantenlangen a, b, ¢ aus und zerlegen
ihn gedanklich in einzelne Volumenelemente AV; = Ax; - Ay, - Az;. Die Masse
des Quaders ergibt sich dann annéahernd als Sume der einzelnen Volumenele-
mente, gewichtet mit der mittleren Dichte am Ort des jeweiligen Volumenele-
ments:

Amy; = p(xi, i, i) - Az - Ay, - Az,

Bezeichnet n die Zahl der einzelnen Volumenelemente, so kann die Gesamt-
masse uber

m= ZP(%,%, zi) - Az - Ay - Az

=1
gendhert werden. Der exakte Wert der Masse ergibt sich im Grenziibergang
far groBe n

M = nhg)lOZP(xu Yi, 27,) A - Ay - Az

i=1
:///p(x,y,z)dxdydz.
%

Es handelt sich dabei um ein Integral der Funktion p(z, y, z) Gber das betrach-
tete Volumen V
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2.7 Dreifachintegrale

Berechnung des bestimmten Integrals in kartesischen Koordinaten:

c b a
:///p(x,y,z)dmdydz.

2=0y=02=0

1. Berechnung des inneren Integrals (y, = werden als konstant angenom-
men)
= Ergebnis - eine Funktion von y, z und a

2. Berechnung des mittleren Integrals (z wird als konstant angenommen)
= Ergebnis - eine Funktion von z, a und b

3. Berechnung des &uBeren Integrals =- Ergebnis - eine Funktion der
Grenzen a, b, ¢

Bei konstanten Grenzen ist die Reihenfolge der Integrationen beliebig ver-
tauschbar.

Beispiel: Masse einer Luftsdule der Grundflache a - b mit H6he h.

Barometrische Hohenformel: Dichte p = ppe™** mit dem Druck p
und der Fallbeschleunigung g gilt a = Z—g - g. Mit der Vereinfachung g =
const. ergibt sich fir die Masse der Luftsaule

a

hob
m = ///po e “dxdydz
00

0

Inneres Integral

AuBeres Integral:

A 1 "oab
m = /poabe_azdz = abpy [—e‘az} ¢
o
0
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2.7 Dreifachintegrale

Damit haben wir eine Formel fir die Bestimmung der Masse m(h) in
Abhangigkeit von der Héhe der Saule bestimmt. Dieses Ergebnis ist in-
teressant: mit wachsender Hohe der Luftsaule wachst die Masse nicht
beliebig an, sondern nahert sich einem Grenzwert an, fur kleine h dage-
gen steigt die Masse beinahe linear an.

2.7.1  Zylinderkoordinaten

Wie bei Doppelintegralen ist es auch bei Dreifachintegralen oft einfacher,
Funktionen in anderen Koordinaten auszudriicken, um sie danach leichter be-
rechnen zu kénnen. Fir um die z-Achse rotationssymmetrische Korper emp-
fiehlt sich die Verwendung von Zylinderkoordinaten. Integriert wird hier Gber
eine rotationssymmetrische Grundflache in der x — y-Ebene und die Hohe des
Kdérpers in Richtung z. Fir das Volumen ergibt sich

V= {V/) / rdrdydz. (16)

Beispiel: Volumen eines Rotationskérpers.

Rotiert man das Kurvenstiick f(z) = /x mit 0 < 2 < 4 um die z-Achse,
so ergibt sich ein trichterférmiger Rotationskdrper, dessen Volumen be-
stimmt werden soll.

25 -

05 1

Abbildung 12: f(x) = \/z und der daraus durch Rotation um die z-Achse
gebildete Rotationskorper.
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2.7 Dreifachintegrale

Integriert wird in der x — y-Ebene Uber eine Kreisflache, die in Polar-
koordinaten in den Grenzen 0 < r < 4 und 0 < ¢ < 27 beschrieben
werden kann. Fir die Integration Uber z ergibt sich eine untere Grenze
von z = 4/r, nach oben wird der trichterformige Kérper durch » = 2
begrenzt. Fir das Volumen folgt also nach Gleichung

/ / / rdrdgds

©=017r=0 =
Die Integration wird in drei Schritten durchgeflhrt:

e Integration nach z

// /rdrdgpdz- r / dzdrdy
V7

e=0r=0 2=,/r pe=0r=0 4

2w 4
/ / Jrdrdedz = / r(2 — \/r)drdyp
p=0r= ©=01r=0

e Integration nach r:

o2 4 o 4
/T(2 —V/r)drdyp = / / /) drdy
=07r=0 =07=0
2 ) A 2
= / {TQ — 57"5/2} do = /3,2dg0
»=0 0 »=0

e Integration nach ¢:

2w

/3&w_32m%_3227r

»=0

Das Volumen des Rotationskorpers ist also V' = 6, 47 = 20, 106.
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2.7 Dreifachintegrale

Beispiel: Tragheitsmoment von Beyblades

Beyblades sind Spielzeugkreisel, die mit einem Starter mit Rei3leine in
Rotation versetzt werden (nach einer Manga-Serie von Takao Aoki, die
mehrere Anime-Verfilmungen nach sich zog, in der Serie werden Wett-
kampfe mit Beyblades ausgetragen).

y

dv

X

Abbildung 13: Beyblades und das Prinzip der Berechnung von Tragheits-
momenten.

Problem: die Bestimmung des Tragheitsmoments eines Kérpers mit in-
homogener Dichte.

Das Massentragheitsmoment verknipft die physikalischen GréBen Win-
kelbeschleunigung o und Drehmoment M:

M=J-qa.

Das Tragheitsmoment ist eine physikalische Gré3e, die von der Massen-
verteilung um eine Drehachse abhéangt, es ist ein Maf3 flr die Tragheit
des Korpers bei Rotation um diese ausgezeichnete Achse. Wir denken
uns den Kdérper aufgebaut aus sehr kleinen Volumenelementen AV, die
die Masse Am besitzen sollen (vgl. Abb[13).

Fir ein Volumenelement AV gilt dann

AJ = r%dm mit dem Abstand r 4 senkrecht zur Drehachse.

Im Grenzibergang zu unendlich vielen Volumenelementen kann das
Tragheitsmoment dann als Volumenelement

dJ = ridm = r’p(z,y, 2)dV (17)
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2.7 Dreifachintegrale

geschrieben werden.

Wir beschreiben ein Beyblade durch ein sehr einfaches Modell - zwei
flache Kegel und einen flachen Zylinder mit Radius R und variierender
Dichte (vgl. Abb. [T4). Wahit man die Drehachse senkrecht durch die
Zylindermitte und setzt die Dichte in drei Schichten an:

(2) = pp fir z<h,z>h+d
PEI= pp fir h<z<h+d

so erhalt man das Tragheitsmoment durch Integration des Tragheitsmo-
ments Uber das gesamte Modell:

/ / /(V) 2 oz, y, 2)dV

Abbildung 14: Einfaches Modell fir ein Beyblade

Die Berechnung vereinfacht sich in Zylinderkoordinaten r, z, ¢ erheb-
lich. Da die Drehachse und die Z-Achse zusammenfallen, entspricht
der senkrechte Abstand von der Achse dem Radius der Zylinderkoordi-
naten (r4 = r), der sich von 0 bis zum Radius des mittleren Zylinders R
erstreckt. Der Winkel ¢ beschreibt eine komplette Umdrehung:

R 27 Zo
J = / / / p(2)r? - rdrdpdz
r=0 J p=0 J 2y

Das Problem ist die Bestimmung der Grenzen z, und z, bei Integration
in den drei Teilbereichen von z. Uber die Variable ¢ kann direkt integriert
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2.7 Dreifachintegrale

werden, da sie von den beiden anderen unabhangig ist:

R 27 Zo R Zo
J:/ / / p(2)r? - rdrdpdz :/ / [P]2™ p(2)ridrdz
r=0 Jp=0 J 2y r=0 J zy
R Zo
= 27r/ / p(2)ridrdz
r=0 J zy

Da sich sowohl die Dichte als auch die Geometrie (die Grenzen der z-
Integration) in den drei Teilbereichen unterscheiden, teilen wir das Inte-
gral in drei Integrale in den jeweiligen Bereichen auf

i) einen Bereich mit der Dichte p;, in dem z von 0 bis d l1uft. Der untere
Bereich wird von unten begrenzt durch eine Gerade mit Steigung c,
die bei Rotation in der x, y-Ebene ebenfalls rotiert, also z, = ¢ - r.
Die obere Grenze bildet die Gerade z, = h.

ii) einen Bereich der Dichte po, in dem z von h bis h + d lauft. Der mitt-
lere Bereich wird unten von z, = h, oben von z, = h + d begrenzt.

iif) einen Bereich der Dichte p;, in dem z von h + d bis h + 2d lauft.
Der obere Bereich wird unten von der Geraden z, = h+ d begrenzt,
oben durch eine Gerade mit der Steigung —c, z, =2h+d —c - r.

cr R h+d R
J =27 {/ / prridrdz + / paridrdz
2=0 Jr=0 z=h r=0

2h+d—cr R
+ / / p1 r?’drdz]
z=h+d r=0

Nun muss zunachst die z-Integration ausgefihrt werden (die Grenzen
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2.7 Dreifachintegrale

der Integration hdngen von r ab):

R R
J—on [ / pr [T, ridr + / po [

=0 =0

R
+ / p1 [z]zﬂi:lc'r r3dr}

=0

R R
:27r{/ pl(—c-r)-rgdr+/ pa(h+d — h)rdr

=0 r=0

R
+/ p(2h+d—c-r— (h—i—d))r?’dr}

=0

R R
=27 [/ pi(—c) -ridr +/ padrdr
r=0 r=0

R
+/ pr(hr® —c- r4)d7“] :

=0

Die Grenzen der Integrale sind identisch, jetzt kann einfach nach Poten-
zen von r sortiert werden:

TR R
J =2r / pr(—c)-r* — prc-ridr + / (pod + plh)r‘gdr}
LS r=0 r=0
r R R
=2 (—2)cp1/ rdr + (p2d+p1h)/ ngr]
r=0 r=0

4

- [l [5] s o 5]

[ R R*
=2m (—2)001? + (pad + plh)z}

SchlieBlich kann noch ausgenutzt werden, dass die Steigung ¢ der be-
grenzenden Geraden im oberen und unteren Bereich als ¢ = % angege-
ben werden kann, damit vereinfacht sich das Tragheitsmoment zu

d R° R?
J =2 [(—2)—P1— + (p2d + Plh)—}

R 5 4
d h 4
_ (% _ gpl)
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3 Fourier-Entwicklung

Die Fourier-Entwicklung dient der Analyse und Beschreibung periodischer Vor-
gange (zum Beispiel in der Signallibertragung). Wir betrachten einen zeitlich
periodischen Vorgang: f(t) heit T-periodisch, wenn

ft) = ft+T)¥t € R

In einfachen Fallen (Wechselspannung, Federpendel) kann ein zeitlich peri-
odischer Vorgang durch eine einfache Sinusfunktion der Form

y(t) = Ay - sin(wt) + Ay cos(wt) = A - sin(wt + ¢)

beschrieben werden. Man spricht dann von einer harmonischen Schwingung
mit Kreisfrequenz w und Schwingungsdauer 7' = 27 /w.

— y=Asn(wt+ @)

P

T=21Mw

Abbildung 15: Harmonische Schwingung (Sinusschwingung) mit Periodendauer
T =27/w.

In der Realitat treten nun aber haufig Félle auf, in denen Vorgange zwar zeit-
lich periodisch, aber nicht mehr sinusférmig verlaufen ( das ist beispielsweise
ein haufig auftretender Fall in der Elektrotechnik). Es ist unter gewissen Vor-
aussetzungen jedoch meist méglich, einen Schwingungsvorgang mit Kreis-
frequenz wy = 27 /T in eine unendliche Summe verschiedener Sinus- und

42



Kosinusschwingungen zu entwickeln:

o0

a .
y(t) = ?0 + ; [a,, - cos(nwot) + by, - sin(nwyt)]

Diese Darstellung der Funktion y(¢) in Form einer unendlichen trigonometri-
schen Reihe heif3t Fourierreihe, die Entwicklung wird als harmonische Ent-
wicklung oder Fourier-Analyse bezeichnet. Die periodische Funktion wird als
ungestérte Uberlagerung unendlich vieler harmonischer Teilschwingungen,
deren Kreisfrequenzen Vielfache einer Grundfrequenz w, betragen, darge-
stellt.

Im folgenden werden wir von einer nicht sinusférmigen, periodischen Funkti-
on f(x) ausgehen, deren Periode 27 betragt, d.h es gilt f(z) = f(z + 2).
Eine solche Funktion kann unter noch zu klarenden Voraussetzungen in eine
unendliche trigonometrische Reihe der Form

[e.e]

+ [ay, - cos(nx) + by, - sin(nx)] (18)
1

n=

_ %
2
= % + ay cos(x) + ag cos(2x) + az cos(3x) + ...

+0b; sin(z) + by sin(2z) + bgsin(3x) + ...

entwickelt werden, die Fourier-Reihe flir unsere 27-periodische Funktion. Das
Problem bei der Transformation ist nun die Bestimmung der Fourierkoeffizi-
enten ag, ay, as, ... und by, by, .... Wir werden sehen, dass sie sich Uber eine
Integration durchfihren Iasst.
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3.1 Integrale zur Berechnung der Fourierkoeffizienten

3.1 Integrale zur Berechnung der Fourierkoeffizienten
Far die Berechnung der Koeffizienten der Fourierzerlegung werden die folgen-

den Integrale benétigt (m,n € N):

21

/cos(nx)dx 2! [sin(nz)]2" =0

n
0
(19)

2

/sin(nx)dx — [cos(nz)]Z™ =0

n
0
(20)
2m 2T
sin(n—m)x sin(n+m)xi| _ fiir
/cos(n:c) cos(mx)dx = [ 2n—m) T 2(ntm) Jo 0 firn#m
, 1o+ L. 3111(27131:)]07r =7 firn=m
(21)
2T 2m
sin(n—m)x sin(n+m)x:| —0 fir
/sin(nx) sin(ma)dx = [ 2Anm) T 2Antm) Jo n#m
4 32+ & - sin(2ngr;)]07r = firn=m
(22)
2m 2
o cos(n—m)zx cos(n+m)a::| —0 fir
/sin(na:) cos(mx)dx = [ 2nm) T 2(n;m) n#m
2 o~ [S.in2(n$)]o7r =0 firn =m

(23)
Damit kbnnen wir die Fourierkoeffizienten bestimmen, indem wir die Fourier-
Reihe gliederweise integrieren:
27 27 o 27 27
/f(x)dx = % ~/1dx+z an/cos(nx)dx—i-bn/sin(nx)dx (24)
0 0 n=1 0 0

Die auftretenden Integrale kdnnen mit Hilfe der oben angegebenen gelést wer-
den:
21

/ldx = [2]Z" = 2r

0
27 2

/ cos(na)dz — / sin(nz)dz = 0,

0 0
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3.1 Integrale zur Berechnung der Fourierkoeffizienten

womit sich aus Gleichung eine Gleichung zur Bestimmung des ersten
Fourier-Koeffizienten aq Uber ein Integral

2
/f(x)dx = %QW = o
0

2
S ag = %/f(x)dx (25)
0

ergibt. Zur Berechnung der Fourierkoeffizienten a,,,n = 1,2,3... wird die
Fourier-Reihe einfach mit cos(mzx), m = 1,2, 3... multipliziert und die da-
bei entstehende Gleichung ebenfalls gliederweise im Periodenintervall (0, 27)
integriert:

2w

/f(:c) - cos(ma)dx = % : 7cos(mx)da:

0
2 2

+Z an/cos(nm) Cos(mx)dx—i—bn/sin(nx) cos(mz)dx
n=1 0 0
Durch Anwendung von Gleichung verschwindet der erste Term, Terme,

die den Sinus und den Kosinus enthalten verschwinden nach Gleichung (23).
Ubrig bleibt lediglich ein Term fiir den Fall n = m:

2 27
/cos(mc) cos(mx)dx = /COSQ(n:c)dx =T.
0 0

Damit gilt
2m

2

/f(a:) cos(mz)dr = /f(:v) cos(nx)dx = a,m
0 0

oder aufgeldst nach dem gesuchten a,,:

2

ay, = —/f(x) cos(nx)dx (26)

™
0

Zur Bestimmung der Koeffizienten b,,,n = 1, 2, 3... wird die Fourier-Reihe
mit sin(maz), m = 1,2, 3... multipliziert und anschlieBend genauso gliederwei-
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3.2 \Voraussetzungen fur die Entwicklung

se Uber das Periodenintervall (0, 27) integriert:

2m 2m
/f(x) -sin(mx)dz = % . /sin(mx)dx
0 0

2w

2

—l—Z an/cos(nac) sin(mx)dx—i—bn/sin(nx) sin(max)dx
n=1

0 0

Nach Anwendung der angegebenen Integrale bis ergibt sich analog
zum obigen Fall das Ergebnis

2

b, = %/f(a:) sin(nz)dx (27)

0

Damit haben wir eine Moglichkeit gefunden, die Fourierkoeffizienten zu Be-
stimmen und die Entwicklung durchzufihren.

3.2 Voraussetzungen fiir die Entwicklung

Die Entwicklung einer periodischen Funktion f(z) ist unter den Dirichletschen
Bedingungen mdglich:

e Das Periodenintervall Iasst sich in endlich viele Teilintervalle zerlegen, in
denen f(z) stetig und monoton ist.

e An Unstetigkeitsstellen existiert sowohl der links- als auch der rechtssei-
tige Grenzwert.

3.3 Einfache Eigenschaften der Fourierentwicklung
fur die Fourierkomponenten a,, by gilt, dass

o b, =0, falls f(z) gerade, d.h. f(—z) = f(z)

e q; =0, falls f(x) ungerade, d.h. f(—z) = —f(z)

Die Fourierentwicklung einer geraden Funktion enthalt also auf3er dem kon-
stanten Glied % nur gerade (Kosinus-)Glieder

flz) = % + i an, cos(nx),
1
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3.3 Einfache Eigenschaften der Fourierentwicklung

die einer ungeraden Funktion nur die ungeraden (Sinus-)Glieder.

In der Praxis wird die Entwicklung oft nach endlich vielen Gliedern der Reihe
abgebrochen. Man erhélt so eine Naherung fir eine Funktion f(¢) mit der
Periode 7' in Form eines trigonometrischen Polynoms:

fa(t) = % + Z(ak cos(kwt) + by sin(kwt)) (28)
k=0

Beispiel: zur Fourieranalyse

f(x)

x/pi

Abbildung 16: Einfache Rechteckfunktion, 27-periodisch.
Die in Abbildung [T6] dargestellte Funktion mit der Periode 27

fz) = 1 firo<zx <7
VT 21 furr<a<2on

soll als Fourier-Reihe dargestellt werden. Es handelt sich um eine unge-
rade Funktion, also reduziert sich die Entwicklung auf die Sinusglieder

f(x) = Z by, sin(nx).

Die Berechnung der Fourierkoeffizienten b,, erfolgt nach Gleichung (27),
es muss dabei abschnittsweise integriert werden.

2m ™ 2m
b, = %/f(x)-sin(nx)dx = % /1 -sin(nx)dx —i—% /(—1) -sin(nx)dx
0 0 T

47



3.3 Einfache Eigenschaften der Fourierentwicklung

2w

1 [ 1
= —/sin(nx)da:— —/sin(m:)dx
0

m m

1 1 11 o
== {—— cos(m:)] - = {—— cos(m:)]

Tl n v Tl m -

= % [— cos(nm) 4 cos(0)] + % [cos(n2m) — cos(n)]

Dabei qilt fir die einzelnen Terme
cos(n2m) = cos(0) =1
cos(n) = 1 fir gerade n = 2,4,6...
| =1 flrungeraden =1,3,5...

Fur gerade n, d.h. n = 2k, k € N* verschwinden die Fourierkoeffizien-

ten wegen
bp—or = (1+1—2) =0,

fir ungerade n = 2k — 1, k € N* besitzen sie den Wert

P12 = =

4 4 1
k—-Lr 7

1
o1 = ———(1
bzt = (g 1)7r(

Die Fourier-Reihe besitzt damit also die folgende Form:

—4 1 4 & sin((2k — Dz
f@):Z%.Qk—l'Sm(@k_l)x):%z ((Qk_l))

k=1 k=1

U ging + L sin(32) + 2 sin(5z) +
= — |SInx — SIn(ox — SIN(ox
T 3 5)

Unsere Rechteckfunktion kann durch Abbruch nach einigen Gliedern an-
genahert werden:

e 1. Naherung:

fi(x) = é - sin(x)
T
e 2. Naherung:
fa(x) = é sin(x) + 1sin(&v)
T 3
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3.3 Einfache Eigenschaften der Fourierentwicklung

e 2. Naherung:

41, 1 . 1
fs(x) = — |sin(z) + 7 sin(3z) + _ sin(5z)
2:5 I ' T T T 1 T
1. Glied ——
2r bis 2. Glied i
bis 3. Glied --------
15 )
1 -
E o05¢
0 r
-0.5
1k
'15 1 1 1 | | | A

Abbildung 17: 1. bis 3. N&herung der Rechteckfunktion durch die ersten
Glieder ihrer Fourierentwicklung
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4 Differentialgleichungen

Wir betrachten zur Einfihrung wieder einen Massenpunkt, der sich durch den
Raum bewegen soll, der Einfachheit halber in einer Dimension. Bezeichnet
x(t) den Ort des Massenpunkts, so sind @(t) = % seine Geschwindigkeit und
T = % seine Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢.

Nun kann eine auf den Massenpunkt einwirkende Kraft vom Ort und der Ge-
schwindigkeit des Teilchens und auch von der Zeit abhangen, so dass das 2.
Newtonsche Gesetz

Kraft = Masse x Beschleunigung

die Form
F(z,2,t) = mi

besitzt. Dies ist ein Beispiel einer Differentialgleichung, es handelt sich um
eine Gleichung, die von der gesuchten, hier skalarwertigen Funktion z(¢) und
ihren Ableitungen erfllt wird.

4.1 Gewohnliche Differentialgleichungen

Viele Naturgesetze kénnen durch Differentialgleichungen formuliert werden,
sie sind daher ein wesentliches Werkzeug der mathematischen Modellierung.
Man unterscheidet verschiedene Typen von Differentialgleichungen.
Definition: eine Differentialgleichung (DGL)
ist eine Gleichung, in der Ableitungen einer oder mehrerer Funktionen
von einer oder mehreren Variablen auftreten. Die gesuchten Unbekann-
ten sind hierbei die Funktionen.

e Héngen die Funktionen von nur einer Variablen ab, so heif3t die DGL
gewdhnlich (oft auch ODE, aus dem Englischen - Ordinary Differential
Equation), sonst partiell.

e Werden mehrere Funktionen gesucht, so spricht man von einem Diffe-
rentialgleichungssystem

Beispiel: fir eine gewdhnliche Differentialgleichung
einfacher elektrischer Schaltkreis.

Ein realer Schaltkreis besitzt unter Normalbedingungen immer einen
ohmschen Widerstand (mit dem Formelzeichen R bezeichnet), sobald
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4.1 Gewodhnliche Differentialgleichungen

der Stromkreis geschlossen wird, besitzt er auch stets eine Induktivi-
tat. Wir betrachten eine Induktivitédt und einen ohmschen Widerstand im
Gleichstromkreis (Abb. - einen an die Realitat angepassten Kurz-
schluss.

Tuo 1 RT
gl

Abbildung 18: Der einfachste Schaltkreis der Welt.

Wird eine Gleichspannung auf den Schaltkreis geschaltet, so verbraucht
der ohmsche Widerstand einen Teil der angelegten Spannung. Wir kén-
nen die Induktivitat als Bauteil sehen, das genau wie der Widerstand
einen Teil der Spannung verbraucht (die induzierte Spannung wirkt dem
Anwachsen der Stromstarke I entgegen), der verbrauchte Teil ist bei der
Induktivitat allerdings proportional zur Anderung dI /dt der Stromstarke.
Damit gilt

Ur + U, — Uy = 0 Kirchhoffsche Maschenregel
odermitUp = R-ITund Uy, = L -dI/dt

dl
I+ L— —Uy=0.
R-1I+ 7 Uy=0
Umgeschrieben als

Cil(t) =1(t) + Cs

erkennt man sofort die Differentialgleichung (genauer eine gewoéhnliche
inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung), ihre Ldsung

lautet U
I(#) = 20 L k. Tt
(t) I +k-e
Die Konstante kann aus Anfangsbedingungen bestimmt werden, flr
einen Einschaltvorgang mit der Stromstarke I = 0 zum Zeitpunkt t = 0

ergibt sich die Lésung
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4.1 Gewodhnliche Differentialgleichungen

Definition: Die Ordnung einer DGL
Die Ordnung des héchsten in der DGL auftretenden Differentialquotien-
ten wird Ordnung der DGL genannt.

Definition:
Eine gewbhnliche DGL n-ter Ordnung heiB3t linear, wenn sie die Form

>_ai@)y (@) = blx) (29)

e Andernfalls hei3t die DGL nichtlinear.

e Eine lineare DGL hei3t homogen, wenn b(x) = 0 fir alle =, sonst inho-
mogen.

e b(x) wird auch als Stérfunktion bezeichnet.
Definition:
1. Eine DGL hei3t implizit, wenn sie die Form
F(z,y,y,....y™) =0 (30)

hat, explizit, wenn sie die Form

y" = flz, g,y y"Y) (31)
hat.

2. Eine n-mal differenzierbare, auf dem offenen Intervall I definierte Funk-
tiony : I — R heil3t explizite Lésung der DGL (30) bzw. , wenn
gilt:

F(z,y(@),y (), y™ (@) =0 (el
bzw. y™ () = f(z,y(2),y (x), ..y V(2)) (x € 1)

Bisher kennen wir einfache Gleichungen aus denen sich in vielen Féllen ein
oder mehrere Werte der Variablen bestimmen lassen, fir die die Gleichung
erfillt ist. Wir kdnnen eine Differentialgleichung ebenso als Bestimmungsglei-
chung einer unbekannten Funktion y(x) sehen, die die Differentialgleichung
|6st.
Definition:
Eine Funktion y(x) heiBt eine Lésung der Differentialgleichung (DGL),
wenn sie mit ihren Ableitungen die DGL identisch erflillt.
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4.1 Gewodhnliche Differentialgleichungen

e Die allgemeine Lésung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung enthalt
noch n voneinander unabhangige Parameter (Integrationskonstanten)

e Die spezielle oder partikuldre Lésung einer Differentialgleichung kann
aus der allgemeinen Lésung durch Festlegen der n Parameter bestimmt
werden ﬂ Dies erfolgt im allgemeinen durch Randbedingungen oder
Anfangsbedingungen.

Die Anzahl der unabh&ngigen Parameter der allgemeinen L6sung einer Dif-
ferentialgleichung ist durch die Ordnung der DGL bestimmt. Die allgemeine
Lésung der Differentialgleichung ist eine Kurvenschar mit n Parametern. Fir
jede spezielle Wahl der Parameter erhélt man eine spezielle Lésungskurve.
In den einfachsten Fallen kann die allgemeine Losung einfach durch mehr-
malige Integration der Differentialgleichung gewonnen werden (beispielsweise
fir DGLn vom Typ y™ = f(z)). Oft werden die Lésungen der Differential-
gleichung daher auch als Integrale bezeichnet, das Aufsuchen aller Lésungen
einer DGL als Integration der Differentialgleichung.

Beispiel:

1. die allgemeine Lésung der DGL 1. Ordnung (es handelt sich um
eine gewdhnliche, lineare, inhomogene DGL 1. Ordnung)

L) = o/ (@) = 22

erhalt man durch eine unbestimmte Integration der Funktion y/(z):

y:/y'(aj)dm:/2$d$:$2+0

mit der reellen Konstanten C'. Die allgemeine Lésung stellt da-
bei eine Schar von Normalparabeln dar, deren Scheitelpunkt auf
der y-Achse liegt. Durch den Nullpunkt geht dabei lediglich die
Parabel mit der Gleichung y = 22, die restlichen Parabeln der
Losungsschar y = 2% + C entstehen daraus durch eine Parallel-
verschiebung langs der y-Achse um den konstanten Wert C'.

2es gibt noch den speziellen Fall singuldrer Lésungen, die nicht aus der allgemeinen L6-
sung gewonnen werden kdénnen
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4.1 Gewodhnliche Differentialgleichungen

B O B N W A O O 9~

Abbildung 19: Die Parabelschar y(z) = 22+ C fir C = 0,1, 2, 3, 4.

2. Eine harmonische Schwingung (beispielsweise eines Pendels)
lasst sich durch eine Sinusfunktion vom Typ

x(t) = Asin(wot + )

beschreiben. Sie ist die allgemeine Lésung einer bestimmten Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung, der sogenannten Schwingungsglei-
chung. Um die Schwingungsgleichung aus der Lésung zu erhal-
ten, differenziert man die Funktion x(¢) zweimal nach der Zeit:

2(t) = woA cos(wot + ¥)

i(t) = —wiAsin(wet + @) = —wi (Asin(wet + ) = —wpx(t)

J

-~

z(t)

Die harmonische Schwingung genlgt also der Differentialglei-
chung

F(t) +wiz(t) =0
Bei der Sinusfunktion z(t) = Asin(wot + ) handelt es sich dabei

um die allgemeine Lésung der Schwingungsgleichung, sie enthalt
die beiden unabhangigen Parameter A (Amplitude) und ¢ (Phase).
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4.2 Anfangs- und Randwertprobleme

— y=Asn(wt+ @)

T=21"Mw

Abbildung 20: Allgemeine Lésung der Schwingungsgleichung mit
Amplitude A und Phase ¢ (dargestellt ist der Fall

¢ =0),

4.2 Anfangs- und Randwertprobleme

Die allgemeine Lésung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung enthéalt ge-
nau n unabhangige Parameter. In der Anwendung ist meist eine spezielle
Lésung interessant, d.h. man bendtigt zusatzliche Angaben, um die Parame-
ter eindeutig festlegen zu kénnen und eine Lésung zu finden, die genau das
betrachtete Problem beschreibt.

Bei einer Gleichung mit n Unbekannten (der allgemeinen Lésung der Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung), werden n Bedingungen bendétigt, aus denen die
n Parameter der allgemeinen Lésung berechnet werden kdnnen. Je nach Art
der Bedingungen wird dabei zwischen Anfangswertproblemen und Randwert-
problemen unterschieden.

e Bei einem Anfangswertproblem werden der Lésungsfunktion y(z) n
Werte, der Funktionswert sowie die Werte der ersten n — 1 Ableitun-
gen an einer Stelle x, vorgeschrieben: y(x), 3 (o), ¥ (x0), ...y™ Y (z0).
Diese Anfangswerte liefern n Bestimmungsgleichungen flr die gesuch-
ten Parameter ', C,,...C},. Die gesuchte spezielle Lésung ist damit
eindeutig bestimmt.
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4.2 Anfangs- und Randwertprobleme

Beispiel: Anfangswertaufgabe
y' = 2z,y(0) =1,

die allgemeine L6sung erhdlt man durch eine unbestimmte Inte-
gration der Funktion 3/(x):

y—/y/(x)dx—/Qxdx—Iz—I—C

Der Parameter C' kann jetzt aus der Anfangsbedingung y(0) = 1
bestimmt werden:
y(0)=1=C=1.

Die gesuchte spezielle Lésung der DGL ist die Funktion
y(r) =2 +1,

aus der Schar der Parabeln in Abb. [T9 wird durch die Anfangsbe-
dingung diejenige mit dem Scheitel bei y = 1 ausgewahlt.

e Bei einem Randwertproblem werden der Lésungsfunktion y(z) an ins-
gesamt n Stellen die Funktionswerte y(z1), y(z2), ...y(z,) vorgeschrie-
ben. Diese Randwerte liefern wiederum n Bestimmungsgleichungen fir
die gesuchten Parameter (', s, ...C,, der allgemeinen Lésung. Es kann
vorkommen, dass ein Randwertproblem nicht gel6st werden kann, eben-
so sind Falle mit mehreren Lésungen mdglich.
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4.2 Anfangs- und Randwertprobleme

Beispiel: belasteter Balken
Ein auf zwei Stutzen ruhender Balken sei durch eine konstante
Streckenlast ¢ gleichmaBig belastet.

A )

J_§b'1$”

Abbildung 21: Skizze zur Berechnung der Biegelinie eines Balkens
mit konstanter Streckenlast ¢ = qg.

Die Statik lehrt uns, dass sich die Biegelinie y = y(x) fUr kleine
Durchbiegungen angenahert der DGL 2. Ordnung

" M,

EI

genugt (Biegegleichung). Hier bedeuten
E': Elastizitatsmodul (Materialkonstante),
I: das Flachenmoment des Balkenquerschnitts,
M,: das Biegemoment.

Das ortsabhangige Biegemoment kann in diesem Fall als

M, = g(lx —a)0 <z <)

geschrieben werden, damit wird die Biegegleichung zu

y'(x) = —L(lm —2%)(0 <z <)

Die Biegung des Balkens ist an beiden Enden Null, damit sind zwei
Randwerte bestimmt. Die zu I6sende Randwertaufgabe wird zu

y'(@) = ———(lzx — 2%),y(0) = y(I) = 0(0 < z < 1).
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Die allgemeine Lésung mit den beiden Integrationskonstanten C}
und Cskann durch zweimalige Integration der Biegegleichung be-
stimmt werden:

1 1

1 1
Yy = /y,dx = __QZ]] (—ZZ‘Q — —1’3 + Cl> dz

_ ¢ (L s 1.

Fir die spezielle Lésung des Problems miissen die beiden Inte-
grationskonstanten aus den Randbedingungen wie folgt bestimmt

werden:
_ 4 Lty 1y _ 9 (2-1y _
y(l) =0= Youi (6l 12l —0—01[)— 2EI< B F+Cil)=0
0
— lryoico—=c = Lp
12 v '™ 9

Damit ist die Biegelinie vollstdndig bestimmt:

4q L 4 Ly 1 og
S Sy (g P s
v@) = ~gg] (6 S U T

4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Ahnlich wie in der Integralrechnung gibt es auch zur Lésung von Differenti-
algleichungen 1. Ordnung kein allgemeines Lésungsverfahren. Der Lésungs-
weg unterscheidet sich je nach Typ der vorliegenden Differentialgleichung, we-
halb wir uns auf die Behandlung einiger, fUr die naturwissenschaftliche oder
technische Anwendung wichtiger, Typen beschranken.
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

4.3.1 Geometrische Betrachtungen

Die Differentialgleichung v/ = f(z,y) besitze die Eigenschaft, dass durch je-
den Punkt in der x — y-Ebene genau eine Lésungskurve verlaufe. Einen dieser
Punkte wollen wir mit P, = (x¢; yo) bezeichnen, die durch den Punkt F, ge-
hende Lésung der DGL sei y(x). Die Steigung m der Kurve y(z) im Punkt P
l&sst sich dann auf zwei verschiedene Arten berechnen:

1. Einerseits aus der Funktionsgleichung y = y(x) der Lésung durch Ab-
leitung nach der Variablen z: m = y/(x)

2. Andererseits direkt aus der Differentialgleichung ¢ = f(x;y) durch Ein-
setzen der Koordinaten des betrachteten Punktes Py: m = f(xq, yo)

Flr die Steigung der Lésungskurve in einem Punkt F, wird also die Glei-
chung der Lésungskurve nicht bendtigt, sie kann direkt aus der Differentialglei-
chung berechnet werden. Durch die Differentialgleichung wird jedem Punkt
P = (x;y) aus dem Definitionsbereich der Funktion f(x,y) eine Steigung
(Richtungswert) zugeordnet, die die Anderung der Lésungskurve durch die-
sen Punkt P angibt.

Die Richtung der Tangente an die Losungskurve ist durch die Angabe der
Koordinaten von P und der Steigung im m = f(x,y) im Punkt P eindeutig
bestimmt. Sie kann mit einer kleinen, in der Tangente liegenden Strecke dem
Linien- oder Richtungselement, in einer grafischen Darstellung eingetragen
werden.

Tragt man mehrere dieser Richtungselemente fir verschiedene Punkte in ei-
ner Grafik ein, so erhalt man eine Darstellung des Richtungsfeldes der DGL,
aus dem sich ein grober Uberblick (iber den Verlauf der Lésungskurven der
DGL gewinnen lasst. Jede Losungskurve muss namlich in jedem ihrer Punkte
die durch das Richtungsfeld vorgegebene Steigung aufweisen.
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

y' =y’

]

T Tw e TR T Tm = T

k=
L T T e

T e e e
ey R T TR T W —a m

iy TR TR T T Tm —m e — — —4

H-L\"-\.\._—\."\—‘—-.—-.—-.—b'\—l-'\—l-—l-

— ——r —= —w — —— —— —— —= —r —= —— —= —= —]

Abbildung 22: Richtungsfeld der Differentialgleichung i’ = z - .

4.3.2 Differentialgleichungen mit trennbaren Variablen

Eine Differentialgleichung 1.0Ordnung vom Typ

y = d%y = f(z)-9(y) (32)

wird als separabel bezeichnet, sie lasst sich durch eine "Trennung’ der Varia-
blen I6sen. Dazu wird die Differentialgleichung zunachst umgestellt:
dy dy

dz = 1@ 9) = o5 =T@yde (g(y) > 0). (33)

Nun ist auf jeder Seite der Gleichung nur noch eine Variable (und deren Diffe-
rential) vertreten, die Variablen wurden getrennt. Damit lassen sich die beiden
Seiten einfach unbestimmt integrieren:

/%:/f(x)dm

Man erhélt die L6sung der Differentialgleichung in Form einer impliziten Glei-
chung Fi(y) = Fy(x), die sich in den meisten Féallen nach dem gesuchten
y(x) aufldsen lasst. Man erhalt die allgemeine Ldsung der Differentialglei-
chung v = f(z) - g(y) in der expliziten Form y = y(x).

Anmerkung: die Trennung der Variablen funktioniert nur, wenn g(y) # 0. Die
Lésungen der Gleichung ¢g(y) = 0 sind von der Form y = const. = a und
gleichzeitig Lésungen der DGL ' = f(z) - g(y).
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel: Trennung der Variablen

Die Differentialgleichung v’ = y ist vom Typ (32|mit f(z) = 1 und g(y) =
y. Flr y # 0 kann sie durch Trennung der Variablen gelést werden. Die
Variablen werden separiert

d d
—y:y:>—y:dx
dx

und die entstandene Gleichung integriert:

/%z/dazjln(|y|):x+0.

Damit liegt die Lésung in implizierter Form vor. Durch Auflésen der Glei-
chung nach der Variablen y erhalt man

|y|:6x+C:€C'€x

y = +eC - e” (C € R)

Wenn C alle reellen Zahlen durchlduft, nimmt die Konstante ¢¢ alle posi-
tiven Werte an und die Konstante +¢ damit alle von Null verschiedene
Werte. Also kbnnen wir schreiben

Yy = +e%" = Ke® (K #0)

Eine weitere Losung der Differentialgleichung 3’ = y ist y = 0, so dass
die DGL insgesamt die folgende Lésungsmenge besitzt:

y=0undy =K -¢€° (K #0)

Wegen der speziellen (bzw. partikuldren) Lésung y = 0 ist die Losung
auch geschlossen darstellbar:

y = Ke" (K € R)

Bei der Integration einer solchen Differentialgleichung treten oft logarithmische
Terme der FormIn | z |,In | y | usw. auf. Man kann sich die Arbeit erleichtern,
wenn man die Integrationskonstante nicht in der Gblichen Form, sondern in
logarithmischer Form’ In | C' | ansetzt. Diese Schreibweise ist zulassig, da
mit C' auch In | C' | alle reellen Zahlen durchlauft.
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

4.3.3 Integration einer Differentialgleichung durch Substitution

In manchen Fallen ist es mdglich, eine explizite Differentialgleichung 1. Ord-
nung ¥’ = f(z,y) mit Hilfe einer geeigneten Substitution auf eine separable
Differentialgleichung 1. Ordnung zurtickzufihren, die dann durch Trennung
der Variablen gelést werden kann.
Wir behandeln Differentialgleichungen der Form

y = flax+by+c)undy' = f (%) (34)

Differentialgleichungen vom Typ ' = f(ax + by + ¢)
Eine Differentialgleichung dieser Form kann durch eine Substitution

u=ar+by+c (35)
geldst werden, wobei v und y als Funktionen w(z) und y(z) der Variablen z
betrachtet werden. Leitet man die Funktion u(x) nach z ab, so ergibt sich:

v =a+ by,

gleichzeitig ist die Ableitung 4’ eine Funktion y' = f(u). Damit kann die Diffe-
rentialgleichung in der folgenden Form geschrieben werden:

' = a+bf(u). (36)

Da die rechte Seite nun nur noch von v abhangt, kann die DGL durch Trennung
der Variablen geldst werden, man erhalt eine Lésung u = u(z) der umgeform-
ten DGL. Die Lésung kann jetzt in die Substitutionsgleichung eingesetzt
und nach y aufgeldst werden (Ricksubstitution).

Differentialgleichungen vom Typ v/ = f (g)

Eine Differentialgleichung dieses Typs kann durch die Substitution

u:g:)y:xu (37)
x

gel6st werden. Nach Differenzieren erhalt man
y=1-u+z v =u+azu, (38)

y und u sind wieder Funktionen y(z) und u(x). Da v/ = f(u) ist, geht die
Differentialgleichung ' = f (%) in die separable Differentialgleichung

fu) —u

utau' = f(u) <= u' = ”

(39)
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Uber, die wieder durch Trennung der Variablen gel6st werden kann. Durch
Rucksubstitution erhalt man die Lésung y(z).

Beispiel:

1. ' = 2z — y ist eine Differentialgleichung des Typs v’ = f(azx +
by + c), sie kann nach Gleichung mit der Substitution

u=2r—y
geldst werden. Mit der Ableitung der Substitutionsgleichung

d
—u:u’:2—y'<:>y':2—u’
dx

wird die Differentialgleichung i/ = 2z — y zu
2—u =ubzw. —u =u—2.

Diese Differentialgleichung lasst sich einfach durch Trennung der
Variablen l6sen:

du du
—_—=u—-2 =

dzx u—2:_dx

Integration der beiden Seiten:

d
/ “ —/dx:>ln|u—2|——x+1n|0|

U — 2 -
-2
1n|u—2|—ln|C’|:1nu ’:—{E
u—2
e e U e "+
Jetzt kann die gesuchte Lésung durch Ricksubstitution ermittelt

werden:
u=2r—y=0C-¢e"+2=—=y=—-C-e"+20—2

Die gesuchte allgemeine Lésung der Differentialgleichung v =
2x — y lautet also

y201‘€7x+2$—2 (Clz—C;Cl,CER)
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

2. Die Differentialgleichung

2
/:$+ y:1+2(g>
X X

vom Typ ¥’ = f (%) kann durch Substitution u = £ geldst werden:

Y

u:y@)y:xu,y':ujtxu’
x

y’:1+2<g) — u+azu =1+2uoderzu’ =1+u
T

Trennung der Variablen und anschlie3ende Integration

du du dx
r— =14+u=— = —
dx u—+1 T
/ du B dx
ut+1 T

Inju+l|=In|z|+n|C|=In|Cz|
u+1=Czoderu=Czx—1 (C eR)

Rucksubstitution liefert die gesuchte Losung y(x)
y=au=2(Cx—1)=C2"—x (C € R),

die allgemeine Lésung der Differentialgleichung v’ = Wgcﬂ

4.3.4 Die lineare Differentialgleichung 1.0rdnung

Definition: Eine Differentialgleichung 1.0rdnung heiBt /inear, wenn sie
in der Form

Y+ f(x) -y = g(w) (40)

darstellbar ist.

Die Funktion g(z) auf der rechten Seite wird als Stérglied bezeichnet. Fehlt
das Storglied (¢(z) = 0), so heiBt die lineare DGL homogen, sonst inhomo-
gen. Einfache Kennzeichen einer linearen DGL 1.0rdnung sind:

e Sowohl y als auch ¢/ treten in 1.Potenz auf (linear).

e Es kann kein gemischtes Produkt i’ vorkommen.

64



4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispielsweise sind die folgenden Differentialgleichungen linear:
y' — zy = 0 homogene DGL
xy' + 2y = " inhomogene DGL
Y + (tanz) -y = 2 - sin x cos x inhomogene DGL

Im Gegensatz dazu sind diese Gleichungen nichtlinear:
y =1 — %y trittin 2. Potenz auf

yy + x = 0 DGL enthalt ein gemischtes Produkt v/

Integration der homogenen linearen Differentialgleichung

Eine homogene lineare Differentialgleichung 1.0rdnung (g(z) = 0)

v+ flx)-y=0 (41)

kann durch Trennung der Variablen geldst werden. Dazu werden die Variablen

separiert
d
dgyﬁf(rv)-y:():—:—f(x)dx

Bei der Integration der beiden Seiten der Gleichung wird schreiben wir die
Integrationskonstante wieder in logarithmischer Form:

%_—/f(x)d:r:>IH|y|—ln\C’\—ln’%)——/f(x)dx

Durch Anwendung der Exponentialfunktion (Umkehrung des Logarithmus) er-
gibt sich die allgemeine L6sung der homogenen linearen Differentialgleichung:

y=C.e JI/@d (C €R) (42)

Integration der homogenen linearen DGL 1. Ordnung vom Typ
y + flx)-y=0
durch Trennung der Variablen liefert die allgemeine Lésung der Form

y=C. e J/@3d (C' e R) (43)
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel: lineare homogene DGL 1.0rdnung

1
:BQy'%—y:ObZW.y’—l—ﬁy:O (x #0)

ist eine homogene lineare DGL 1.0rdnung. Wir lsen sie durch Tren-
nung der Variablen:

dy 1 dy dx
—+ Sy=0= — = ——
dx+m2y Y x?

Integration beider Seiten der Gleichung:
d d 1
Y [ —=hyl==+h|C]
Y T x
Y 1
1 1 C:d’—wz—
uly|-m|Cl=ln|g|=-
Durch Auflésen nach y erhalten wir die allgemeine Lésung der homoge-
nen lineare DGL 1.0rdnung 2%y’ + y = 0:

y = Cel/® (C eR)

Integration der inhomogenen linearen Differentialgleichung

Wir wollen nun die allgemeine Lésung einer inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung 1.0rdnung aufsuchen. Dies kann auf zwei verschiedene Arten
erreicht werden, die beide kurz behandelt werden:

Variation der Konstanten

Die erste Mdglichkeit, die inhomogene lineare Differentialgleichung zu I6sen,
wird als Variation der Konstanten bezeichnet. Zunachst betrachten wir die zur
inhomogenen DGL

v+ fl@)y=g() (44)
gehdrige homogene DGL
v+ flx)-y=0,
die durch Trennung der Variablen geldst werden kann. Die allgemeine Losung
der zugehdrigen homogenen DGL ist uns bereits bekannt:

y:K«eiff(x)dm (KER)
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Wir ersetzen jetzt die Integrationskonstante K durch eine zunachst unbekann-
te Funktion K (x) und versuchen, die inhomogene DGL durch einen Produkt-
ansatz

y=K(z) e/ /@de (45)
Zu l6sen. Nach Anwendung der Produkt- und der Kettenregel erhalten wir
y = K'(z) e IO _ [(3) - f(x) " T@%

Nun koénnen die beiden Ausdriicke fiir y und ¢/ in die inhomogene DGL
eingesetzt werden:

K'(x) e HIO% — K(2) - f(z) - e IO 4 f(a) - K () - e TP = g(z)

[\

-~
=0

K'(a) - e 10— g(0)
K'(2) = gle) -l 100
Integriert folgt fir K (z)

K(x) = /g(:c) el I@drgy 4 ¢

Der letzte Ausdruck kann jetzt fir die Faktorfunktion in den Lésungsansatz
eingesetzt werden. Wir erhalten die allgemeine Lésung der inhomogenen

DGL (44):
Y= (/g(x) . eff(x)da:dx + C) . e—ff(ac)dx'
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Integration der linearen, inhomogenen Differentialgleichung 1.0Ordnung
durch Variation der Konstanten: die DGL vom Typ

y' o+ fl@) -y =g(x)
kann durch Variation der Konstanten schrittweise gelost werden:

e Integration der zugeh&rigen homogenen Differentialgleichung v/+ f (z)-
y = 0 durch Trennung der Variablen:

y = K. e—ff(:c)da:
e Variation der Konstanten: die Integrationskonstante K wird durch ei-

ne Funktion K (z) ersetzt. Lésungsansatz fir die inhomogene lineare
Differentialgleichung ist

y=K(z) e/ I@dz

Durch Einsetzen in die DGL erhélt man eine einfache DGL 1.0Ordnung
fur die Faktorfunktion K (x), die durch Integration direkt geldst werden
kann.

Beispiel: innomogener linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung.

y' + Y _ cosa
i
Zunachst wird die zugehérige homogene DGL

L
T

Y + 0

durch Trennung der Variablen gel6st:

d d d

dy vy dy_ _dx

de = Y x
d d
YW _ _ _$:>1n]y|:—ln|1:\+ln][(|:ln —’
Y T z

Die allgemeine L6sung der homogenen Gleichung lautet also
K
Yo=— (K €eR)
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Die inhomogene Differentialgleichung kann durch Variation der
Konstanten geldst werden (K geht Uber in K (x)):

K@) , K@-o-Ke) K@ K@

= , =
T xr2 2

X xr
Einsetzen der Terme in die inhomogene DGL liefert
y_ K@) K@) K@)

T T 2 2

J

y + = COS T

~
=0

K'(x)
xZ
Zur Bestimmung von K (z) kann jetzt unbestimmt integriert wer-
den:

=cosx = K'(zr) =z -cosx

K(x):/K’(x)dx:/x-cosxdx:cosx+x-sinx+0

Damit erhalten wir die allgemeine Lésung der inhomogenen DGL

y:Kix):cos:c—l—x%sinijC (C €R)

y — 3y = xe™

Lésung der homogenen DGL ¢ — 3y = 0 durch Trennung der
Variablen:
yo = K - e** (K eR)

Lésung der inhomogenen Gleichung Uber die Variation der Kon-
stanten:
y=K(z) e =
y = K'(z)-e* + 3K () - €,
eingesetzt in die inhomogene DGL folgt also

Y —3y=K'(r) ¥ +3K(x)-e* —3K(x)-e¥ =z -

J/

-

=0
K'(x)-e* = x-e* oder K'(z) = x - €”.

Unbestimmte Integration liefert

K(m)—/K’(I)dx—/x-ezdx—(x—l)-em—i-C
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Als allgemeine Lésung der inhomogenen Differentialgleichung er-
gibt sich

y=K(@) - =[z—-1)-e"+C]-*=(@—1)-*+C-e*

Aufsuchen einer partikularen Lésung

Als zweites Ldsungsverfahren bietet sich das Aufsuchen einer partikularen
Lésung der Differentialgleichung an. Es beruht auf folgender bedeutender
Eigenschaft inhomogener linearer Differentialgleichungen 1.0Ordnung:

Die allgemeine Ldésung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung
1.0rdnung

Y+ flz) -y =g(z)

kann als Summe der allgemeinen Lésung yo = yo(x) der homogenen Diffe-
rentialgleichung

Y+ fl)-y=0
und einer beliebigen partikularen Lésung v, = y,(x) der inhomogenen linea-
ren Differentialgleichung dargestellt werden:

y(@) = yo(x) + yp(x)

(auch lineare DGLn héherer Ordnung besitzen diese Eigenschaft).

Beweis:

es sei y, die allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung, y,, eine
beliebige partikuldre Lésung der inhomogenen Differentialgleichung. Es gilt
also

Yo+ f(2) 9o =0 (46)
Yy + f(x) yp = g(2) (47)

Zunachst zeigen wir, dass auch die Summe y = y, + y, eine Lésung der
inhomogenen Differentialgleichung ist:

Y+ @)y = (o +yp) + f(@) (Yo +y) =0+, + f2)yo + f(2)y,

(o + f() -yo) + (yp + fz) - yp ) = g()
—o nach —g(z) NAch

Die Funktion y = y + y, ist also eine Lésung der inhomogenen Differential-
gleichung v = f(z) -y = g(x). Sie ist zugleich die allgemeine Lésung der
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

DGL, da der Summand y, als allgemeine Lésung der zugehdrigen homoge-
nen Lésung (und damit auch die Summe y, + y,) genau einen frei wéahlbaren
Parameter enthalt.

Es genugt also, eine partikuldare Lésung y, der Gleichung zu bestimmen,
was oft durch spezielle Losungsansatze moglich ist. Wird die partikulare
Lésung y, zur allgemeinen Lésung v, der zugehdrigen homogenen Gleichung
(ermittelt durch Trennung der Variablen) addiert, so erhédlt man die allgemeine
Lésung der inhomogenen Gleichung. Zusammengefasst:

Integration einer inhomogenen linearen DGL 1.0rdnung durch Aufsuchen
einer partikularen Lésung:

Eine inhomogene lineare Differentialgleichung vom Typ

lasst sich oft wie folgt 16sen:

e Integration der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung y/+ f (x)-
y = 0 durch Trennung der Variablen:

y = K- e—ff(a:)da:
¢ Mit Hilfe eines geeigneten Lésungsansatzes, der noch einen oder meh-

rere Parameter enthalt, wird eine partikulare Lésung v, der inhomoge-
nen linearen DGL bestimmit.

e Die allgemeine Lésung ist die Summe aus y, und y,:

y:y0+yp
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

4.3.5 Lineare Differentialgleichungen 1.0rdnung mit konstanten Koeffizienten

Diese Differentialgleichungen von Typ

y +ay = g(x) (48)

spielen in der Anwendung eine besondere Rolle. Sie sind ein Sonderfall der
linearen Differentialgleichungen vom Typ mit f(x) = a. Die zugehdrige
homogene Gleichung

y+ay=0
enthalt nur konstante Koeffizienten und kann durch Trennung der Variablen
oder durch einen Exponentialansatz

yo=C- e

geldst werden. Durch Einsetzen in die homogene Gleichung erhalt man eine
Gleichung, mit der der Parameter A bestimmt werden kann:

yh +ayo = AC - e +aC - eM = (A+a)C- e =0
=0

Ata=0= \=—a.

Die homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten ¢’ + ay = 0
besitzt also die allgemeine Lésung

Yo=C-e (C € R). (49)
Beispiel:
Y +dy=0=yy=C-e ¥ (C eR)

1
y’—ﬁyzojyg:C’f”ﬂ (C e R)

Die Lésung der inhomogenen DGL kann wie beim allgemeinen Typ v’ +
f(z) -y = g(x) durch Variation der Konstanten oder durch Aufsuchen einer
partikularen Lésung gefunden werden.
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Storfunktion g(x) Lésungsansatz y,(x)

Konstante Yp = co konstant, Parameter ¢

Lineare Funktion yp = 17 + ¢ lineare Funktion, Parameter cy, c;
Quadratische Funktion Y, = 21 + 12 + ¢o quadratische Funktion,

Parameter cg, ¢, co

Polynom vom Grad n Yp = " + ... + 17 + ¢o Polynom vom Grad n,

Parameter ¢y, cy, ..., ¢,

g(x) = A-sin(wx) + B - cos(wz) | y, = C - sin(wz) 4+ Cy - cos(wz) oder

y, = C - sin(wz + ¢), Parameter Cy, Cy bzw. C, ¢

, C-e® firb+# —a
g(x):A-em Yp =
Cx-e® firb= —a

Parameter: C

Tabelle 2: Losungsansétze fiir die partikulare Losung y,, der linearen Differenti-
algleichung 1.0rdnung mit konstanten Koeffizienten.

Bei den linearen DGLen 1.0rdnung mit konstanten Koeffizienten entspricht der
Lésungsansatz flr die partikulare Lésung y, oft dem Funktionstyp der Stor-
funktion, daher ist die Lésung der inhomogenen Gleichung durch Aufsuchen
einer partikularen Losung meist einfacher. Einige Losungsansatze zur Bestim-
mung von y,, fir haufig in der Anwendung auftretende Storfunktionen sind in
Tabelle [2] zusammengestellt.
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Integration einer linearen DGL 1.0rdnung mit konstanten Koeffizienten:

1. Die homogene lineare DGL ¢/ + ay = 0; (a # 0)
besitzt die allgemeine Lésung

Yyo=0C-e (CER)

2. Die inhomogene DGL wird entweder durch Variation der Konstanten
oder durch Aufsuchen einer partikularen Lésung geldst. Lésungsan-
satze flr die partikulére Lésung y, sind in Tabelle 2| zusammengefasst.

Beispiel: Die Differentialgleichung fiir den einfachen Stromkreis aus
dem bereits behandelten Beispiel in Abschnitt [4.1] (Abb. lautet
: R Uy
It)+ —=1(t) = —
(1) + 710 = =,
es handelt sich also um eine inhomogene, lineare und gewdhnliche DGL

1. Ordnung mit dem Stérterm g(x) = U,/ L. Die zugehdrige homogene

DGL R
In(t) + zfo(t) =0

kann durch Separation der Variablen einfach gelést werden:

alh _ R
da  L°
1

ﬂ:_ﬁdt

o(t)=C-e 1t
Zur Lésung der inhomogenen DGL kennen wir zwei Wege:

i) Die Variation der Konstanten: die Konstante C'in der obigen Lésung
wird durch eine unbekannte Funktion C(t) ersetzt. Es ergibt sich ein
Ansatz zur Lésung der inhomogenen DGL

I(t)=C(t) - e '
mit der Ableitung



4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhélt man eine einfa-
che Bestimmungsgleichung fir die Funktion C(t)

. R Us
0+ 71 =7
ettt - o) () ot s Row b= cly ot = B
clt) = % ehe
o UO Rt UO L Ry
C(t)—L/e dt = 7° +C

und daraus die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung

I(t)=C(t) - e7t" = (%eft + C) e It = (% +C- e—’ft)

Mit der zusatzlichen Bedingung I(t = 0) = 0 folgt sofort die aus
dem Beispiel bekannte Losung

I(t) = % (1 - e—%t>

Das Aufsuchen einer partikularen Lésung fuhrt hier schneller zum
Ziel: der Storterm der DGL g(x) = Uy/L ist konstant, als Ansatz
eignet sich eine einfache Konstante

L,(t) = Cy.
Die Ableitung ist also Null, Einsetzen in die DGL liefert
: R Uy
[p(t) + pr(t) = I
R Uy
U
Co = EO = I,(t)

Die gesuchte allgemeine L6sung der inhomogenen DGL ergibt sich
als Summe der Lésungen

R U
I(t) = Io(t) + I,(t) = C - e T + EO
und mit der Bedingung (¢t = 0) = 0 ergibt sich ebenfalls

—% = I(t):%@—e—ft)

CcC =
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel:
(@) y +2y=22>—4
Die zugehdrige homogene Gleichung lautet
Yy +2y=0,
sie besitzt die allgemeine Lésung
yo = Ce ™" (C eR).

Der Lésungsansatz fur die partikulare Lésung der inhomogenen
Gleichung (s.Tabelle[2) lautet

Yy, = az® + br + ¢ (a,b,c: Parameter).

Mit y;, = 2ax + b folgt daraus durch Einsetzen in die inhomogene
DGL

Y+ 2y, = 22% — 4
2ax + b+ 2(az® + br + ¢) = 22% — 4
2ax + b+ 2ax? + 2bx + 2¢ = 222 — 4

Fir den Koeffizientenvergleich werden die Summanden nach Poten-
zen der Variablen = geordnet:

2az° 4+ 2(a + b)x + (b +2¢) = 22 + 0 -z — 4.

Man erhalt das folgende lineare Gleichungssystem

2a = 2 —a=1 (50)
20+2b=0 —b=-1 (51)
b+2c=—4 —c=-1,5 (52)

Eine partikulare Lésung der inhomogenen Gleichung ist also
Yp = v —x—1,5

. Die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung ist die Summe
der ligemeinene Lésung der homogenen Gleichung und der gefun-
denen partikuldren Lésung der inhomogenen Gleichung:

y=yo+y,=Ce ™ +2>—z—-15  (CeR).
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4.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

(b) v + 5y = —26 - sin(z),y(0) =0
Die allgemeine Lésung der homogenen DGL 3/ 4+ 5y = 0:

y=Ce™  (CEeR).

Der Lésungsansatz fur die partikulare Lésung der inhomogenen
Gleichung (s.Tabelle [2) lautet

yp =Cy -sinx + Cy - cosw

Die beiden Parameter C'; und (', kdnnen wieder nach Einsetzen be-
rechnet werden:

y, = C1-cosx — Cy - sinx

Y, + 5y, = —26 - sinz
Ci-cosz—Cy-sinx +5CY -sinx + 5Cy - cosx = —26 -sinx

Nach Ordnen der Glieder folgt:
(5CY — Cy) -sinz + (Cy + 5C5) - cosx = —26 - sinx + 0 - cos x
bzw. das lineare Gleichungssystem

5C, — Cy = —26 (53)
C14+5C, =0=— C) = =50, (54)

Also ¢} = 1,y = —5. Damit ist die partikuldre Lésung eindeutig
bestimmt:
Yp = —D -SInT + cos z,

die allgemeine L6sung der inhomogenen Gleichung lautet damit
y=Ce ™ —5-sinz + cosx (C e R).

Da es sich um ein Anfangswertproblem handelt, kann jetzt noch der
freie Parameter C' bestimmt werden:

y0)=C+1=0=C=-1
Die Anfangswertaufgabe besitzt also die Lésung

y=—e " —5-sinz+cosz
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4.4 Anwendungen

4.4 Anwendungen

4.4.1 einfacher Stromkreis

fo - !
1

Abbildung 23: Der einfachste Schaltkreis der Welt.

Aus einem friiheren Beispiel (Abschnitt [4.1) kennen wir bereits den einfachen
Schaltkreis in Abb. 23| mit der Induktivitat L und dem elekirischen Widerstand
R. Legen wir an den Kontakten eine Wechselspannung U (t) = Uy cos(wt) an,
so gilt fir die Spannung am Widerstand

Ug(t) = Uy cos(wt) — LI(t).

Nach dem ohmschen Gesetz ist also der Strom im einen Stromkreis aus Spule
und ohmschem Widerstand in Reihenschaltung

I .
I(t) = %cos(wt) - }—%I
oder
. R Us
I+—1=— .
+ 7 7 cos(wt) (55)

Es handelt sich um eine gewdhnliche, lineare und inhomogene DGL 1. Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten. Wir kdnnen sie durch Variation der Kon-
stanten oder durch Aufsuchen einer partikularen Lésung integrieren, fir beide
Verfahren wird zunachst die Lésung der zugehérigen homogenen DGL

. R

Iy+—=1,=0 (56)

L

bendtigt. Es handelt sich um eine lineare DGL mit konstanten Koeffizienten,
die Lésung kann direkt angegeben werden:

By

[O(t) =C-e L (57)

Die inhomogene DGL kann jetzt einfach nach zwei Verfahren gefunden wer-
den:
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4.4 Anwendungen

i) Variation der Konstanten: die Konstante C' wird durch eine unbekannte

Funktion C(t) ersetzt. Ansatz zur L&sung ist also
It)=C(t)-e Tt = [(t)=C(t)-e 8 = ZC(t)-e 1",

eingesetzt in die inhomogene DGL [55] folgt

C(t) - e Lt — %C’(t) e I 4 %C’(t) e It = % cos(wt)

C(t) - e Ll = % cos(wt)
C(t) = %eft cos(wt),

die DGL zur Bestimmung von C(t). Durch einfache Integration der Glei-

chung

C(t) = / C(t)dt = % et cos(wt)dt

ergibt sich mit

axr

a;——i—b? (bsin(bx) + acos(bz)) + C

/e‘” cos(bx)dx =

die unbekannte Funktion

Uy | er! . R
t) = — t — t C
c(t) 7 }52 . (w sin(wt) + 7 cos(w )) +
Uy et . R
=0 t) + = cos(wt) | + C
L. <w sin(wt) + 7 cos(w )) + (58)

(im zweiten Schritt wurde die beliebige Konstante gedanklich umbenannt).
Die allgemeine Lésung der inhomogenen DGL [55|ist also

By
I(t)=C(t) - e T = (%ﬁ <w sin(wt) + %COS(&)t)) + C) e Lt
Uy 1 ) R >y

Integration Gber Aufsuchen einer partikularen Lésung: der Stérterm lautet
Ui
glx) = = cos(wt),
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4.4 Anwendungen

Tabelle 2| entnehmen wir einen passenden Ansatz fur die partikulare L6-
sung:

1,(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) I,(t) = —Awsin(wt) + Bw cos(wt).
Eingesetzt in die DGL

—Awsin(wt) + Bw cos(wt) + A% cos(wt) + B% sin(wt) = % cos(wt),

einfacher Koeffizientenvergleich liefert sofort

R BR
3 wEUE AT T
R Uy Uy 1
B —A—- — = B=————
w+L i 0= L%—i—w
Uy 1 (oj)_% w
TIE e\ T LR
A_BR_EUO w _ RU 1

_L_w_ LWT}E—;—{—WQ _ng—;+w2

Setzt man die Konstanten in den Ansatz ein, so ergibt sich die Lésung fur
I,(t) und schlieBlich die Lésung, die wir bereits tber Variation der Kon-
stanten gefunden haben:

Uy 1

R
I(t) = ———— | wsin(wt) + — cos(wt
o) = P (smten) +  eosen)

e Uy 1
I(t) = Io(t) + I,(t) = C - e Tt + =0
(t) = Io(t) + L,(t) €L+L§_§+w2

(w sin(wt) + %cos(wt))

4.4.2 Freier Fall mit Luftwiderstand

Wir haben bereits einige Male Beispiele der Bewegung eines Massenpunktes
im homogenen Schwerefeld der Erde gesehen. Bisher war eine der Annah-
men stets die Vernachlassigung des Luftwiderstands (ein Fallschirmspringer
ware mit dieser Vernachlassigung héchstwahrscheinlich nicht einverstanden).
Nun wollen wir versuchen, den Luftwiderstand mit in die Berechnung einzube-
ziehen. Auf einen frei fallenden Kérper der Masse m wirken bei einer solchen
Bewegung die folgenden auBeren Kréfte ein:

e Die Schwerkraft F; = mg (mit der Erdbeschleunigung g).

80



4.4 Anwendungen

e Der Luftwiderstand, den wir als eine Kraft proportional zum Quadrat der
Geschwindigkeit annehmen (Newton-Reibung flr turbulente Strémun-

gen): F, = —kv?, k heisst Reibungskoeffizient. Die Kraft wird nega-
tiv gewahlt, da die Reibungskraft hier stets gegen die beschleunigende
Kraft wirkt.

Nach dem zweiten Newtonschen Theorem gilt dann

d
ma = XZ:FZ = mg — kv? odermd—: = mg — kv?
Diese Gleichung ist eine nicht-lineare Differentialgleichung 1.0Ordnung fur die
Fallgeschwindigkeit v, die wir mit Trennung der Variablen |6sen kénnen. Zu-
nachst schreiben wir sie in die folgende Form um:

Nun kann sie mit Hilfe der Substitution
k d k
v= | — v = = [ alsodv=/"Zdx (60)
mg dv mg k

dv mg dx m dx 9
= = 1— —1—
g =\ ko =) oder [ v

in die Form

Nun kdnnen die Variablen getrennt und die beiden Seiten der Gleichung inte-
griert werden (dabei ist 0 < x < 1):

m dx
— =t
\ gk 1 — 22
1/ /1_1_2 /dt:>,/—artanhx—t+0

Das Integral wurde Tabelle [1] (Grundintegrale) entnommen, durch Riicksubsti-
tution nach (60) folgt weiter

ﬁartanh < iv) =t+C
\ gk \/ mg
artanh <1 / iv) = %(t +C)
mg m
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Durch Auflésen nach v finden wir

k gk Jmyg gk
\/m:gv:tanh< E(t+0)> — v = 7-tanh< E(tJrC))

Nimmt man an, dass der freie Fall aus der Ruhe heraus erfolgt (v(0) = 0), so
kann die Konstante C' bestimmt werden

U(O):\/%manh( %C) =0

I o= =0
m

und man erhalt fir die Fallgeschwindigkeit in Abhangigkeit der Zeit

mg gk

v(t) = gl tanh ( —(t)) t>0 (61)

m

Flr unseren Fallschirmspringer interessant ist die Tatsache, dass die Fallge-
schwindigkeit fir groBe Zeiten gegen den Endwert

o= it = |72

strebt. Ein Korper fallt dann kraftefrei (er wird nicht weiter beschleunigt) mit
konstanter Geschwindigkeit, weil sich Gewichtskraft und Reibungskraft (Luft-
widerstand) gerade aufheben. Die Geschwindigkeit kann also auch als

Vg

v(t) = vg tanh <it) t>0

geschrieben werden, sie besitzt den in Abb. [24] skizzierten Verlauf.
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4.4 Anwendungen

— Fallgeschwindigkeit v(t)|

Abbildung 24: Fallgeschwindigkeit v(¢) fir den freien Fall unter Berlicksichti-
gung des Luftwiderstands. Die Geschwindigkeit strebt fiir gro3e
Zeiten t — oo gegen den Grenzwert vg.
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4.4.3 Radioaktiver Zerfall

Die Atomkerne einiger Elemente wie z.B. Uran oder Plutonium zerfallen auf
natlrliche Weise nach bestimmten statistischen GesetzmaBigkeiten. Wir wol-
len den Zerfall einer bestimmten Menge von Atomen beschreiben und fiihren
dazu die folgenden Bezeichnungen ein: n sei die Zahl der der Atomkerne. Im
Falle eines zufélligen, natirlichen Zerfalls héngt sie von der Zeit t ab: n = n(t).
Wahlt man nun ein Beobachtungsintervall (eine kurze Zeitspanne) dt, so wer-
den in dt die Anzahl dn Atomkerne zerfallen.

Die Anzahl dn der zerfallenden Atome kann als proportional zur Beobach-
tungszeit dt und zur Anzahl der vor dem Zerfall vorhandenen Atome n(t) an-
genommen werden. Es qilt also

dn ~ dt und dn =~ n(t) = dn =~ n(t) - dt

Wir beschreiben die Proportionalitat einfach durch eine Konstante A, die Zer-
fallskonstante und erhalten die folgende Differentialgleichung des radioaktiven
Zerfalls:

dn = —Andt = 2—? + An=0. (62)

Das Minuszeichen zeigt an, dass die Zahl der nicht zerfallenen Atomkerne da-
bei stdndig abnimmt. Der radioaktive Zerfallsprozess wird also durch eine ho-
mogene lineare Differentialgleichung 1.0rdnung mit konstanten Koeffizienten
beschrieben. Diese Gleichung wird nach durch eine Exponentialfunktion

n(t)=C-e™ (C eR)

allgemein geldést. Wir kénnen die Konstante C' bestimmen, indem wir den
Anfangswert n(0) = n, setzen

n(0) =ng = C =ny
und erhalten schlieBlich das Zerfallsgesetz
—At

n(t) =ng-e

fUr den nattrlichen radioaktiven Zerfall.
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0.8 Zerfallsgesetz n(t) .

12 t

Abbildung 25: Radioaktives Zerfallsgesetz. Zusatzlich eingezeichnet ist die
Halbwertszeit ¢, 5.
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5 Die Laplace-Transformation

Der englische Elektroingenieur Oliver Heaviside (1850-1925) - die nach ihm
benannte Sprungfunktion ist uns bereits begegnet - verwendete selbstentwi-
ckelte Rechenverfahrerﬂ um Gleichungen der Elektrodynamik zu lésen. Die
mathematische Begriindung seiner Methoden flhrte Gber Umwege schlief3lich
zur Theorie der Laplace-Transformation.

Bei der mathematischen Behandlung naturwissenschatftlicher bzw. techni-
scher Probleme, beispielsweise Ausgleichs- und Einschwingvorgange, st6i3t
man immer wieder auf lineare Differentialgleichungen 1. und 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Die Lésung solcher DGLn kann bereits berechnet
werden (s. Abschnitt[4.3.5). Es existiert aber ein weiteres Lésungsverfahren,
das in der Praxis (insbesondere in der Elektro- und Regelungstechnik) haufig
verwendet wird. Es ist eine spezielle Anwendung der Laplace- Transformati-

orfl

Anwendung der Laplace-Transformation auf eine lineare Differentialglei-
chung mit konstanten Koeffizienten

Wendet man die Laplace-Transformation auf eine lineare Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten an, so vereinfacht sich in der Praxis meist der Re-
chenweg. Die DGL wird dabei in drei nacheinander auszufiihrenden Schritten
gelbst:

i) Die Differentialgleichung wird mit Hilfe der Laplace-Transformation in eine
algebraische Gleichung Ubergeflhrt (sie wird transformiert).

ii) Lést man die entstehende (lineare) Gleichung, so erhélt man die Bildfunk-
tion der gesuchten Lésung (die Lésung im Bildbereich).

iii) Durch Racktransformation (die man als inverse Laplace-Transformation
bezeichnet) erhalt man (oft mit Hilfe einer Transformationstabelle) die ge-
suchte Lésung der ursprunglichen Differentialgleichung.

5.1 die Laplace-Transformierte einer Funktion

Technische Systeme lassen sich in vielen Féllen durch zeitabh&ngige Funk-
tionen beschreiben, die sich erst ab einem gewissen Zeitpunkt (meist t = 0)

SHeavisides operational calculus konnte erst 65 Jahre spéter mathematisch exakt begriin-
det werden

“pbenannt nach Pierre-Simon (Marquis de) Laplace, 1749-1827, franzdsischer Mathemati-
ker, Physiker und Astronom
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5.1 die Laplace-Transformierte einer Funktion

von Null unterscheiden - sie werden sozusagen eingeschaltet. Wahlen wir der
Einfachheit halber t = 0 als Zeitpunkt des Einschaltens der Funktion, so gilt
fur eine solche Funktion natdrlich die Bedingung

f(t)=0furt <0.

Wir gehen von einem zeitlich veréanderlichen Vorgang aus, der zum Zeitpunkt
t = 0 beginnt und beschreiben ihn durch eine (reellwertige) Funktion y =
f(t) e R.

Der Funktion f wird nun durch die Laplace-Transformation in eindeutiger
Weise eine Bildfunktion F'(s) der Variablen s (die komplex oder reell sein
kann) zugeordnet. Wir werden fur die Bildfunktion im Folgenden stets grof3e
Bezeichnungen und die Variable s verwenden.

Definition: Laplace-Transformation
Die Funktion

F(s) = /O T F)e (63)

wird als Laplace-Transformierte der Funktion f(t) bezeichnet, sofern das
uneigentliche Integral existiert. Symbolisch schreibt man dafir

F(s)=L{f(t)}
Dabei nennt man

f(t): Original- oder Oberfunktion (auch Zeitfunktion genannt), Die Menge der
Originalfunktionen heif3t Originalbereich oder Originalraum

F(s): Bild- oder Unterfunktion, Laplace-Transformierte von f(t¢), die Menge
der Bildfunktionen Bildbereich oder Bildraum

L: Laplace-Transformationsoperator

Originalfunktion f(¢)und Bildfunktion F'(s) = L{f(t)} bilden ein zusam-
mengehdriges Funktionenpaar. Man verwendet dafiir auch die symbolische
Schreibweise, Korrespondenz genannt:

f(t)o—eF(s)
Anmerkungen dazu:

e Das in der Definitionsgleichung auftretende uneigentliche Integral
wird auch als Laplace-Integral bezeichnet. Es existiert nur unter gewis-
sen Voraussetzungen, die noch behandelt werden.
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5.1 die Laplace-Transformierte einer Funktion

e Die unabhangige Variable s der Laplace-Transformierten F(s) wird
manchmal auch als Parameter bezeichnet. Sie kann reell oder komplex
sein.

e Eine Originalfunktion f(¢) heiBt Laplace-transformierbar, wenn das
zugehorige Laplace-Integral existiert. Fur die Bildfunktion (Laplace-
Transformierte) F'(s) gilt dann:

lim F(s) =0

S§—00

Das Laplace-Integral ist als uneigentliches Integral durch den Grenzwert

0o A
/ f(t)e *'dt = lim / ft)e *tdt
0 A—00 0
definiert, die Schreibweise auf der linken Seite ist symbolisch. Der Grenzwert
existiert, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

i) f(t) ist eine stlickweise stetige Funktion (d.h. in jedem endlichen Teilin-
tervall liegen héchstens endlich viele Sprungstellen)

ii) FUr hinreichend groB3e ¢ qilt stets

IfO|<K-e"mit K >0,aeR

Die Bedingungen sind hinreichend, aber nicht notwendig - es gibt Funktionen,
die die beiden Bedingungen nicht erflllen, aber Laplace-transformierbar sind.
Sind sie erflllt, so konvergiert das Laplace-Integral aber stets in der komplexen
Halbebene Re(s) > a.

Beispiel: Laplace-Transformierte:

die Heaviside-Funktion ist uns bereits bekannt:

0, fallst <0

Self:]R»—>R,t—>{ Lfalls ¢ > 0

r———t-—=-——9 =

Abbildung 26: Heaviside-Funktion
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5.1 die Laplace-Transformierte einer Funktion

lhre Laplace-Transformierte F'(s) = L{f(t)} lasst sich einfach berech-
nen:

A
/ f(t)edt = Jim f() “tdp = lim [ e *tdt

A—00 0
1 A 1 1 1
= lim {——e‘ﬂ = lim (——6_5’\) — (——6_80) =0+ -.
A—00 S 0 A—00 S S S

Die Laplace-Transformierte der Heaviside-Funktion ist also % wir schrei-
ben daflr auch symbolisch

Die Laplace-Transformierte der Funktion f(t) = ¢? ist

/ f(t)e stdt = / t2e st dt
0 0
A 1 A A 1
= lim t?e7stdt = lim [——tzeSt] —/ 2t (——> e stdt
A—00 0 A—00 S 0 0 S

A

=0+ lim 2te Stdt

A—00 0

2 1 Ao
= — lim ([t (——) e‘“} + —/ €_Stdt)
5 A—=oo s o SJo

2 A
=0+ lim l——e‘“] =—

A—00

oder in Form der Korrespondenz:



5.1 die Laplace-Transformierte einer Funktion

Die Laplace-Transformierte von sin(wt) ist:

L{sin(wt)} = / e % sin(wt)dt = / e — (e — e
0 0 2

1 e . > )
- — / ef(sfzw)t . / e(s+lw)t1
2t | Jo 0

IR 1
S 2 [s—iw s+ iw
1 _s+iw—(s—iw)}

T2 i §%2 + w?
W
= - 66
52 4 w? (66)
oder in symbolischer Schreibweise:
sin(wt) o—e d
mlw I
82 _|_w2
Daraus ergibt sich praktisch sofort und ohne Rechnung
L{e " sin(wt)} = / e~ sin (wt)
0
w
= — 67
(s+7)% +w? (67)

durch einfachen Vergleich der ersten beiden Zeilen in der Rechnung
oben. Offensichtlich erhalt man £{e " sin(wt)} aus L{sin(wt)}, indem
man s durch s + y ersetzt.

w

sin(e wt)o— ———
( ) (s +7)* +w?

(68)

Die Laplace-Transformation hat einige nitzliche Eigenschaften:

e Sie ist linear,

L{af(t) + Bg(t)} = aL{f ()} + BL{g(1)}.

Das ist leicht einzusehen, das Sie Uber das Integral definiert ist.
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5.1 die Laplace-Transformierte einer Funktion

e Laplace-Transformierte einer Ableitung:

c{gro}= [ s
=[], — /0 ) (%e—st) F(t)dt

d
c{ G0} =scto) - 1o (89
e Analog ergibt sich fur die Laplace-Transformierte der zweiten Ableitung
d? B df
c{ g} = Peiwy-sro -5 (70

Definition: Inverse Laplace-Transformation
Die inverse Laplace-Transformation ist als Umkehroperation
der Laplace-Transformation definiert. Sie wandelt die Laplace-
Transformierte F'(s) wieder in f(t) um. Wir schreiben dafiir

ft)=L7HF(s)} (71)
Es gibt im wesentlichen drei Methoden um £~ zu bestimmen.

1. Die erste Methode basiert auf dem sogenannten Bromwich-Integral und
verwendet die Bestimmung von Residuen (Integration in der komplexen
s- Ebene). Auch wenn diese Methode in fast jedem Lehrbuch beschrie-
ben ist, ist sie praktisch nur von akademischem Interesse und findet in
der Praxis kaum Anwendung.

2. Die zweite Methode beruht darauf, dass bereits viele Laplace-
Transformierte berechnet und in Tabellen aufgelistet sind. Naturlich
ist es unmoglich, die Transformierten aller nur denkbaren Funktionen
aufzulisten. Es ist aber mdglich, eine Laplace-Transformierte mit Hilfe
der Partialbruchzerlegung in Einzelbriiche zu zerlegen, deren Inversen
meist in den existierenden Tabellen aufgelistet sind. Viele mathemati-
sche Tabellenwerke enthalten deshalb seitenweise Listen von Laplace-
Transformierten.

3. Die dritte Methode ist mit der zweiten vergleichbar, sie ist aber wesent-
lich komfortabler. Moderne mathematische Softwarepakete (z.B. Mathe-
matica oder matlab) kénnen Laplace-Transformierte und deren Umkeh-
rung direkt berechnen. Damit entfallt die zeitaufwendige Partialbruch-
zerlegung und das Aufsuchen der Inversen in Tabellen.
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5.2 Ldsung einer Differentialgleichung mit Laplace-Transformation

5.2 Losung einer Differentialgleichung mit Laplace-Transformation
Elektron im homogenen Feld

Als Beispiel betrachten wir ein Elektron mit der Ladung ¢ in einem homogenen
elektrischen Feld E in z-Richtung. Das Elektron erfahrt eine Kraft F, = ¢ - F,
die es in Richtung z beschleunigt. Es gelte z(t = 0) = 0 und 2(t = 0) = 0.
Wird das elektrische Feld zur Zeit t = 0 durch eine Heaviside-Sprungfunktion
eingeschaltet, so ergibt sich

F=q-FE-Ht)=m-a=m-Z

oder g
- q—H( t) = 0.

Das ist eine sehr einfache Differentialgleichung, die fur ¢ > 0 direkt integriert

werden kann:
/ / P e

mit 50)= £ .04C=0 = ¢ =0

m

/z ( /— tdt = —t2+0

Die Lésung der DGL ist also
ﬂ 2
2m

2(t) =

Die DGL kann aber auch Uber eine Laplace-Transormation geldst werden. Da-
zu wird die gesamte Gleichung Laplace-transformiert, also

£0z0} - L) = #2() - 52(0) - 2(0) - 21
=s*Z(s) — %% 0

Die entstandene Gleichung kann einfach nach Z(s) aufgeldst werden

qEF'1  qF 2
m s> 2m s3

Z(s) =
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5.2 Ldsung einer Differentialgleichung mit Laplace-Transformation

Mit der Korrespondenz

9 2
t“o—e —
33
kann jetzt ricktransformiert werden:
qF 2 qE
A0 =L, 2m s3 i 2m

Die LOésung Uber eine Laplace-Transformation ist selbst bei diesem simplen
Beispiel einfacher, weil Ableitungen der gesuchten Funktion dabei durch die
Funktion selbst ausgedriickt werden. Das Ergebnis der beiden Wege zur L6-
sung ist natlrlich dasselbe.

Schwingkreis

Betrachten wir als weiteres Beispiel ein RLC-Glied in Abb. 27| mit einer Gleich-
spannungsquelle U, , die zum Zeitpunkt t = 0 eingeschaltet wird.

v(®) L

Abbildung 27: Einfacher RLC-Schwingkreis

Die Differentialgleichung ergibt sich aus der Kirchhoffschen Maschenregel:
L + RI + — /Idt

Um die Gleichung etwas zu vereinfachen differenzieren wir auf beiden Seiten
nach der Zeit t und erhalten eine Differentialgleichung fir den Strom I. Sie
lautet mit der Heavisidefunktion H (t), die die Spannung zur Zeit Null einschal-
tet und den Abklrzungen w? = 1/(LC) und v = R/(2L)

2 dl Uy d

2 1=~ — 72
ap Pyt =g HO) (72)

Als einfache und sinnvolle Randbedingungen geben wiruns Iy = I(t = 0) =0
und (dI/dt)|o = 0 vor. Es handelt sich um eine gew&hnliche, lineare und
inhomogene DGL 2. Ordnung, um die Gleichung zu I6sen, mlssten wir die
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5.2 Lo&sung einer Differentialgleichung mit Laplace-Transformation

vollstandige Lésung der homogenen Differentialgleichung und eine Lésung
der inhomogenen Differentialgleichung finden.

Wir kommen aber deutlich einfacher zum Ziel, indem wir die Differentialglei-
chung Laplace-transformieren - wir transformieren die Funktion /(¢) und ihre
Ableitungen unter Ausnutzen der Eigenschaften und in die Funktion
I(s) im Bildraum:

(32](3) —sly — % ) +2v(sI(s) — Ip) + wil(s) = % (73)
0

Auf der rechten Seite der Gleichung verschwindet die Ableitung der Heaviside-
Funktion, da dort mithilfe von und ebenfalls transformiert wird:

L {%H(t}} — sC{H(t)} — H(t = 0)

1
=s5--—0=1
s

Die obige Gleichung ist aber eine eine einfache Gleichung fir I(s), sie lasst
sich auflésen:

Yot (s+29)+4

I(s) = 0
(s) $2 + 2vs + w?

Mit den Randbedingungen I, = 0 und (dI/dt)|o = 0 und nach quadratischer
Erganzung im Nenner erhalten wir
=L !
L s+2ys+wi L (s+7)*+(wi—7?)
Vergleichen wir dieses Ergebnis mit der Gleichung
L{e " sin(wt)} =

w
(5 +7)% +w?

so erhalten wir durch Ersetzen von w durch \/w? — +2 sofort die Lésung der
Differentialgleichung mit den gewahlten Anfangsbedingungen

I(t) = %e‘”t sin(wt)

U
= — 2 ¢ sin(y/wd —~20),
Ly\/wd — 2

ohne dass wir irgendeinen Ansatz gewahlt hatten! Durch die Laplace-
Transformation konnten wir die Lésung direkt berechnen. Auf diese Weise
lassen sich auch komplizierte Differentialgleichungen oft einfach I6sen, indem
man sie in den Bildraum (s-Bereich) transformiert.
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