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1 Differentialrechnung

Wir betrachten die Steigung einer Geraden g (gegeben beispielsweise durch
zwei Punkte und die Verbindungslinie dazwischen), die wir als Funktion ¢ :
R — R auffassen kénnen:

Die Steigung m der Geraden ist definiert als Anderung des Funktionswerts ¥
bei einer vorgegebenen Anderung der Variablen z

Y2 — 1
m =
To — X1

oder mit y = g(x):
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Ag
f | h —
ormal auc Al’)

¥

R e (L RREEEEEEEEEEEERE ‘

X

Abbildung 1: Steigung einer Geraden g (links) und Steigung einer glatten Kurve.

Bei einer beliebigen, ’glatten’ (d.h. stetigen) Funktion ist die Situation kompli-
zierter: es lasst sich keine allgemeinglltige Steigung angeben. Die Funktion
besitzt im allgemeinen in jedem Punkt, in dem sie definiert ist, eine eigene
Steigung. Um sie zu finden, betrachten wir Sekanten an die Kurve:

_ f(@) = f(wo)
Tr — 2o
ist die Steigung der Sekanten s, den Grenzwert der Sekantensteigung
o) e 1 10 = 1)

T—x0 Tr — ﬂ’jo



nennt man die Ableitung der Funktion im Punkt P = (x¢; f(z0)). Sie ent-
spricht der Steigung eines unendlich kleinen Kurvenstliicks durch den Punkt
(xo/f(xq)) der Funktion.

Definition: (Ableitung)

Sei f eine Funktion mit Definitionsbereich D und xo € D. Dann heiB3t f
differenzierbar in x

oy L) = F@0)

T—T0 T — X

existiert.

Der Grenzwert wird dann als Ableitung f'(z) im Punkt z, bezeichnet, der
Ausdruck Lfo(“) hei3t Differenzenquotient.

r—x

In vielen Fallen ist die folgende Formulierung mit x = xq + h:

f(wo + 1) = flxo)
h

/ 1
f(wo) = lim
gunstig.

Die Definition der Ableitung qilt fir reelle D C R sowie fur komplexe D C C.
Ebenso kdnnen die Funktionswerte im komplexen liegen.

Beispiel: (komplexe Ableitungen)

o f:C+— C,z+— cmitc e C und konstant.

@) =S e
T—T0 T — X T—x0 T — T

=0

Wie erwartet verschwindet die Steigung (Anderung des Funktions-
wertes mit der &nderung der Variablen) im Falle einer Konstanten.
Dies gilt nattrlich auch im komplexen Fall.

o f:Cr— C,x+—— m-x+ cmitm,c € C und konstant.
m-r—m-xg+c—=c T — X

xTr) — X
T—x0 r — T T—x0 r — X9 T—x0 T — 2o

Auch dieser Sachverhalt Uberrascht nicht: die Ableitung der Gera-
den ist die Steigung (die Konstante, die die Anderung der Funk-
tionswerte mit einer Anderung der Variablenwerte verkniipft), die
Additive Konstante verschwindet.
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o [:Cr—— C,x+— 2

lim f(x) — f(xo) ~ lim f(xo+h) — f(xo) — Lim

T—xo T — X h—0 h h—0

(zo + h)* — 23 B

x2 + 2x0h + h? — 2

= lim 2z¢ + h = 2z
h—0

h
Damit folgt: f(x) = 22 ist differenzierbar, die Ableitung ist f'(x) =
2x.
Satz:
Ist die Funktion f differenzierbar in x,, so wird durch
t(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — o) (1)

die Tangente an die Kurve an der Stelle x, beschrieben.

Beispiel:
f(xz) = x?, wir suchen die Tangente an die Kurve im Punkt P(zy =

L; f(zo) = 1):

t(x) = f(xo) + fl(wo)(x —20) =1+2-1%- (z — 1)

Anmerkungen:

e Der Grenzwert
i £@) = S @o)
T—T0 T — X
existiert, wenn lim,_,,,(f(x) — f(x¢)) existiert. Also gilt lim,_,,, f(x) =
f(zo) = f(z) muss stetig sein.

e Die Umkehrung gilt aber nicht unbedingt. Beispielsweise ist die Funktion
f: R+ R,z — |z| stetig in ganz R, insbesondere in o = 0. Es ist
aber bei 2y = 0

ﬂm—m»_m_{+1xzo

z—0 x -1 <0
= lim M existiert nicht.
x—0 €r —

f(z) = |z| istin zy = 0 nicht differenzierbar.
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1.1 Rechenregeln fiir die Ableitung

1.1

e Im Alltag begegnet man der Ableitung haufig in Form der Geschwin-

digkeit als Anderung des Ortes in Abhéngigkeit von Zeit. Die GréBe s(t)
beschreibt die zuriickgelegte Strecke, die Geschwindigkeit als Anderung
des Ortes kann als Differenzenquotient

s(ty) — s(ty)
to—t;

der die durchschnittliche Geschwindigkeit zwischen den Zeitpunkten t,
und ¢; beschreibt, oder als Ableitung (die Momentangeschwindigkeit)

o o s(t) = s(f)
S(tl) = U(tl) = tllgll ?

ausgedruckt werden.

Rechenregeln fiir die Ableitung

Satz:
Sind f und g differenzierbare Funktionen, so sind auch f +g¢, f- g, A - f und,
falls g # 0, 5 differenzierbar. Dabei gelten die Regeln:

(

(f£g9)=f =4 ()
A-f)=A-f (3)
(f-9)=1f"g+f-4d (Produkiregel) (4)
) = % (Quotientenregel) (5)

Insbesondere gilt far

Beispiel:
Wir betrachten die Funktion f : R\ {0} — R,z — -. Die Ableitung
berechnet sich nach dem obigen Satz nach

(L) e




1.1 Rechenregeln fiir die Ableitung

Satz: (Kettenregel)
Die Verkettung zweier (oder mehrerer) Funktionen ist wieder differenzierbar.
Im Falle zweier Funktionen f, g gilt

(9o f)(z0) = g'(f (o)) : /(o) (6)
—— ~——
auBere Ableitung innere Ableitung

Beweis:

oy (a0) — tim STED =00 @) _ (/@) — oo () = F o)

T—xQ T — X T—xo (f(.]}) — f(;l,’o)) : (.73 - Io)

= gl(f(fﬂo)) ) f/(l"o)

Beispiel:
Esseif: C+— C,z — arund g : C — C,z — €. Also ist
f'(x) =aund ¢'(x) = ¢” und

(g o f)/ — eax'
Damit folgt fur die Ableitung

(gof) =g (f(x) f'(x) = e a

Mit der imaginéren Einheit  ergibt sich daraus insbesondere fir a = @
(e) =i-€e” =i(cosz +isinz) = icosz — sin.
Andererseits wissen wir, dass (f + g)' = f' + ¢, also
(e”’)l = (cosz +isinz) = (cosx) +i(sinz)".

Es gilt also icosz — sinz = (cosz) + i(sinz)’, der Vergleich von Imaginar-
und Realteil liefert sofort

(cosz)' = —sinz  (sinz) = cos.



1.2 Hohere Ableitungen, Kurven

Fir die Ableitung des Tangens kann die Quotientenregel (5) benutzt werden:

. /
(tanz) — (smx)
cos

(sinx)" - cosx —sinz - (cosz)’

cos? x
1 2 .9
= ——— = (cos"r +sin"x) - —
Ccos?xr - ~ o Ccos?x
Mit sin2 z+cos? =1
=1+ tan®z.

Flra > 0 ist
a® = (elna)x — ea:~1na7 also

(a®) = (ex'lna)l =97 Ing=4a"-lna.

Gesucht ist die Ableitung der Funktion 2 — sin? z. Schreibt man die Funktion
in der Form sin z - sin x, S0 kann sie mit der Produkiregel berechnet werden:

. . / . .
(sinz-sinz) =cosx -sinz +sinx - cosx

Genauso lasst sich aber natirlich auch die Kettenregel nutzen:
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1.2 Hohere Ableitungen, Kurven

Definition: lokales Extremum:

Sei f: D+~ Rundxy € D. Dann hat f in x, ein

lokales Maximum < es gibt eine Umgebung U.(zo) mit f(z) < f(zo)
fir alle x € U.(xo) N D.

Analog: f hatin xy ein

lokales Minimum < es gibt eine Umgebung U.(xy) mit f(z) > f(xq) fir
alle x € U.(zo) N D.

xo wird dann als lokale Extremstelle bezeichnet.



1.2 Hohere Ableitungen, Kurven

Lokal bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die Funktion f auBerhalb der
e-umgebung noch weitere Extrema besitzen kann.

Satz:
Ist die Funktion f :]a, bj— R differenzierbar, so gilt:
xo €la, b[ ist lokale Extremstelle = f'(x) = 0.

Bemerkungen:

i) Die Umkehrung des obigen Satzes gilt im allgemeinen nicht! Beispielswei-
se hat die Funktion f :] — 1,1[— R,z — 2 die Ableitung f'(z) = 3z*
und damit f’(0) = 0, 0 ist aber keine Extremstelle von f(z).

ii) Esistwichtig, dass die untersuchte Stelle x, im Inneren des Intervalls liegt.
Bei einer lokalen Extremstelle am Rand des Intervalls muss die Ableitung
(einseitig!) nicht Null sein.

iii) Der Satz kann zur Berechnung von Maxima oder Minima benutzt werden:
man berechnet die Nullstellen der Ableitung. Liegt eine Extremstelle im
Inneren des Definitionsbereichs, so muss sie eine der Nullstellen sein.

Satz:
Sei f :]a, b|— R differenzierbar.
>

streng monoton wachsend
monoton wachsend
monoton fallend

streng monoton fallend

Gilt f'(z) 0 fir x €la, b, soist f

<
<

12

0.8 | f(x)=0,4 + X3
0.6 |

0.2

02 F
04 F

12

08 | (%)
06
0.4
02

-0.2 +
04 |




1.2 Hohere Ableitungen, Kurven

Abbildung 2: Die Funktion 0,4 + 23 (oben) und ihre Ableitung.

Man sieht am Beispiel f :] — 1,1[— R,z — 0,4 + z* (vgl. Abb. [2) sofort,
dass auch aus strenger Monotonie nicht zwangslaufig folgt, dass f'(x) stets
gréBer oder kleiner Null ist.

Wir wissen also, dass f’(z¢) = 0 eine notwendige Bedingung fiir eine lokale
Extremstelle ist. Wie verhalt sich aber f'(x) in der Nahe von x,?

1.2
1
0.8 | fx)=1- X
0.6 |
> 04
0.2
0
-0.2 +
-0.4 |
2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
X
1.2
1 -
08 F(x)
0.6
> 04
02 |
0
-0.2 |
0.4 | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

X

Abbildung 3: Die Funktion 1 — x2 (oben) und ihre Ableitung.

In Abb. [3ist eine Funktion mit Extremstelle, in Abb. [2 eine Funktion mit einer
an einer Stelle verschwindenden Ableitung dargestellt. Man erkennt, dass das
Vorzeichen der Ableitung f’(x) bei einer Extremstelle wechselt. Bleibt das
Vorzeichen der Ableitung gleich, so liegt keine Extremstelle vor, die Funktion
besitzt dann in x( einen Sattelpunkt.

Definition:

Sei f : D — K differenzierbar in D und xq € D.
Ist f' : D — K differenzierbar (in ), so heiBt f zweimal differenzier-
bar (in z).

Man schreibt " (xzo) := (f")'(z0).
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1.3 Kurvendiskussion

Entsprechend spricht man von mehrfach (3-mal, ... , n-mal) differn-
zierbar und bezeichnet die n-te Ableitung mit ™, speziell ist f?) =

W= fL 0=t

Satz:

f :]a, b[— R sei zweimal differenzierbar. Gilt fur ein =, €]a, b], dass
, _ " < , , Maximum

f'(xo) =0und f"(x) -+ SO hat f in z ein lokales Minimum

Anmerkung:

Die Bedingung f”(x) # 0 ist flr die Existenz eines lokalen Extremums hinrei-
chend, sie ist aber nicht notwendig. Flr das einfache Beispiel f(z) = z* sieht
man sofort, dass die zweite Ableitung an der Stelle des Minimums zy = 0 Null
liefert, es handelt sich aber selbstverstandlich um ein lokales Extremum. In
diesem Fall ist es sinnvoll, zu untersuchen, ob die erste Ableitung einen Vor-
zeichen wechsel in ihrer Nullstelle zeigt. Wechselt die erste Ableitung f'(z) in
xo ihr Vorzeichen von positiven zu negativen Werten, handelt es sich bei der
gefundenen Extremstelle um ein Minimum, bei einem Wechsel von negativen
zu positiven Werten um ein Maximum.

Satz:

Sei f :]a, bj— R zweimal differenzierbar.

rechtsgekrimmt (konkav)

wen < e ,
1. Ist f"(x) - 0 fur alle x €la, b], soist f(x) linksgekrmmt (konvex)

2. Ist f sogar 3-mal stetig differenzierbar, o €la,b] mit f”(xo) = 0 und

@ (zo) # 0, so &ndert sich das Krimmungsverhalten in zy. z, wird
dann als Wendestelle bezeichnet.

Eine Wendestelle xy mit f'(z) = 0 wird als Sattelstelle bezeichnet (beispiels-
weise f(x) = 23, 29 = 0).

1.3 Kurvendiskussion

Eine Kurvendiskussion dient dazu, sich ein Bild einer gegebenen Funktion zu
machen. Dazu bestimmt man mdglichst viele der folgenden Eigenschaften der
Funktion:

e ggf. den maximalen Definitionsbereich,

11



1.3 Kurvendiskussion

die Nullstellen,

die Extremstellen,

die Wendepunkte,

das Krimmungsverhalten,

falls nétig die Grenzwerte bei isolierten nicht definierten Stellen bzw. die
Grenzwerte am Rand des Definitionsbereichs.

Mit Hilfe der bestimmten Eigenschaften ist es dann im Normalfall méglich,
einen Graphen der Funktion zu erstellen.

Beispiel: f(z) = 22

Ein erstes einfaches Beispiel:
e Definitionsbereich: D =R
e Nullstellen: f(z) =0« z = 0.

e Extremstellen: f'(z) =2x =0« 2z =0.
f"(x) =2> 0= f hatin z, ein lokales Minimum mit dem Funkti-
onswert f(0) = 0% = 0.

e Wendepunkte: f”(x) = 2 # 0flr alle z € D = es existieren keine
Wendepunkte.

o f'(x)=2>0furalle x € D = f(x) ist linksgekrimmt.

e Grenzwerte: die Funktion besitzt keine Polstellen. Es ist

lim f(z)= lim f(z) = occ.

rT——00 T—00

Beispiel: ausfuhrliche Kurvendiskussion:
Wir untersuchen die Funktion

x
241

e Definitionsbereich: D = R

12



1.3 Kurvendiskussion

e Nullstellen: f(z) =0« = = 0.

e Extrema: es ist

1-(x*+1)—z-2x —2*+1

f@ ==y @

Notwendige Bedingung fir eine Extremstelle (f ist auf ganz R dif-
ferenzierbar) ist f'(z) = 0, also

2 +1=0& 2=+l
Zweite Ableitung:

—2z(x? + 1) — (=22 +1)-2(2® + 1) - 2z

f'(z) =

(22 +1)4
 2z(®+ 1)+ (—2®—1)-4x  22° -6z
B (2 +1)3 o (22 + 1)3’
also
—4 1
(1) = 55 = 3 < 0 = 1ist Maximalstelle mit f(1) =
4 1 - .
f(-1) = % =3 > 0 = —11 ist Minimalstelle mit f(—1) = —

e Wendestellen:
f'(r) =022 - 62 =0« 2°=3z

r=0oderr = +v3

Man kann nachrechnen, dass f©®)(z) an diesen Stellen ungleich
Null ist, damit sind 0 und ++/3 Wendestellen mit f(0) = 0 und
F(£V3) = £V3/4.

e Fir x — oo ist f”(z) > 0. Das Vorzeichen der Ableitung andert
sich genau an den Wendestellen, damit folgt:

— firz > \/3ist f/(x) > 0= f linksgekrimmt,

- flir0 < 2 < V/3ist f/(x) < 0 = f rechtsgekrimmit,
— flir —/3 <2 < 0ist f’(z) > 0 = f linksgekrimmt,
- flirz < —/3ist f’(z) < 0 = f rechtsgekrimmt.

13
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1.4 Speziellere Ableitungen

e Grenzwerte: die Funktion besitzt keine Polstellen. Es ist

lim f(z)= lim f(z)=0.

T——00 T—r00

Abbildung 4: Beispielfunktion f(z) = T

1.4 Speziellere Ableitungen
1.4.1 Logarithmische Ableitung

Wir betrachten den Spezialfall f(z) = 2, > 0. Beim Versuch, die Ableitung
zu bestimmen, féllt sofort auf, dass hier keine der bisher bekannten Ablei-
tungsregeln anwendbar ist, da die Variable = hier sowohl im Exponenten als
auch in der Basis der Funktion auftritt. Um die Funktion ableiten zu kénnen,
wird sie zunachst logarithmiert:

In(f(z)) = In(z") = z - In(x).

Differenziert man nun die linke und die rechte Seite der entstandenen Glei-
chung mithilfe der Produkkt- und der Kettenregel, so erhalt man einen Aus-
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1.4 Speziellere Ableitungen

druck, der sich nach der gesuchten GréBe f/(z) auflésen lasst

1 f'(z) 1
_f,l': =1-In(x —l—x—:hl{E +1
fy T gy T e =
fi(@) = f(z) - (In(z) + 1) = 2" - (In(z) + 1)
Diese Art des Differenzierens wird als logarithmische Differentiation bezeich-
net. Dabei ist

1
()

Definition: logarithmische Differentiation

(In(f(x))) = f'(z) =

() )

In vielen Féllen, z.B. bei Funktionen der Form f(x) = [u(x)]*™® mit
u(z) > 0, kann die Ableitung nach dem Schema

i) Logarithmieren der Funktionsgleichung

ii) Differenzieren der logarithmierten Gleichung unter Beachtung der Ketten-
regel

iii) Auflésen der entstandenen Gleichung nach der gesuchten Ableitung

f'(x).
Beispiel:

oy = .I'Sin(x),l’ >0
Logarithmieren der Funktionsgleichung:

sinz

Iny=Inzx =sinx-Inz

Jetzt kann die Gleichung differenziert werden (y = y(z), Kettenre-
gel beachten)
1 1 x-cos-Inx+sinz

~ -y =cosz-lnx+ —sinx =
x x

,  y(z-cos-Inx+sinx)
y - T )
durch einsetzen der Funktion y = f(z) = 25"® erhalt man das

Ergebnis

= 2" 1. (2-cos - In z+sin x)

(msinx)’ _ msinz(x -cos-Inx + Sil’l]})
x

15



1.4 Speziellere Ableitungen

u(z)

* Y= Logarithmieren der Funktionsgleichung:

y:gilny:1n<g):lnu—lnv
v v

und Differenzieren der logarithmierten Funktion (y,« und v sind
Funktionen von z!)

Durch Auflésen nach ¢’ ergibt sich daraus

, (N vo—uw'  u v —uw
y: —_ = D —— T e ———————

(% uv v uv

u'v — uv'

vz

die bereits bekannte Quotientenregel.

1.4.2 Ableitung der Umkehrfunktion

Wir betrachten eine umkehrbare Funktion y = f(x) mit der Ableitung ¢ =
f'(x). Gesucht ist die Ableitung der Umkehrfunktion y = g(z). Durch Auflésen
der Funktionsgleichung y = f(z) nach der Variablen x erhalt man die nach x
aufgeldste Gleichung = = g(y)

Da g die Umkehrfunktion zu f ist, gilt fir die beiden Funktionen y = f(z) und
x = ¢(y) der Zusammenhang

f(x) = f(9(y) = v (8)

Dabei ist die Funktion f(g(y)) eine aus den Funtionen f und g zusammen-
gesetzte, verkettete Funktion mit der inneren Funktion g(y). Differenziert man
die Gleichung f(g(y)) nach der Variablen z, so ist zu beachten, dass auch
die Variable y = y(x) der inneren Funktion von z abh&ngt. Durch zweimalige
Anwendung der Kettenregel erhalten wir

y' = f'(x) = f9(y(x)) = f'(9(y) - d'(y) -

16



1.5 Einfache Anwendungen der Differentialrechnung

oder mit der Beziehung ¢g(y) = =
fl(x)-g'(y) =1L

(Dasselbe Ergebnis erhélt man auch durch Ableitung der Gleichung (8) nach
der Variablen y). Nun Iésen wir diese Beziehung nach ¢'(y) auf:

/ _ 1 /gj

Hieraus lasst sich die Ableitung der Umkehrfunktion bestimmen, indem zu-
nachst in der Ableitung f’(z) die Variable = durch g(y) ersetzt und danach
formal die beiden Variablen vertauscht werden (Umbenennung der Variablen).

Beispiel: Ableitung der Umkehrfunktion

Gegeben ist die Funktion f(z) = ¢, deren Ableitung f'(x) = e” bereits
bekannt ist.

Gesucht sei die Ableitung der Umkehrfunktion y = g(z) = Inx.

Durch Auflésen der Funktionsgleichung y = e* nach der Variablen x
erhalten wir z = Iny. Die Ableitung dieser Funktion ist nach Gleichung

(&)

1 1 1
/ xT
g (y = — = — = — e =y
) fll@) ey ( )
Die Bezeichnung der Variablen spielt natirlich keine Rolle, so dass die
Variablennamen x und y einfach vertauscht werden dirfen. Damit ergibt

sich die gesuchte Ableitung der Umkehrfunktion y = ¢g(z) = Inx zu

g(x) = () =

1.5 Einfache Anwendungen der Differentialrechnung
1.5.1 Die Regel von De L'Hospital

Wir kénnen in vielen Fallen bereits Grenzwerte der Form lim,_,, % bestim-

men. Oft jedoch stdéBt man dabei auf Ausdriicke der Form % oder %, wie
beispielsweise bei der Bestimmung von lim,,_,, 522

Tz
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1.5 Einfache Anwendungen der Differentialrechnung

Wir betrachten den Fall f(a) = g(a) = 0 (d.h den Ausdruck der Form 7). Dann
gilt

@) f@) - fla)
g(x)  g(x) —gla)
f(@)=f(a) /
- g(:ci:g(a) = g/EZ; falls g/(a) 7é 0

, also /
lim @ = lim f/(x)
T—a g(x) Tr—a g (:L')
FUr das obige Beispiel bedeutet dies

. sinz . COosSZI 1
lim = lim = - =1.
z—0 X z—0 1 1

Satz: Regel von De LHospital

Seia € R oder @ = o0 und
lim f(z) = 0 = lim g(z) oder lim f(z) = oo = lim g(z).
Tr—a T—a r—a

Tr—a

Sind f und g differenzierbar und ¢’ # 0 in der Nahe von a(z # a), so gilt
f(z) f'(z)

lim —= = lim ,
T—a g(x) z—a g’(aj)

sofern der rechte Grenzwert existiert (dabei ist +-co zugelassen).

(10)

Entsprechendes gilt natirlich fur einseitige Grenzwerte.

Beispiel:

cost — 1 . —sinzx . —cCcosZx 1
m ———— = lim = Iim = ——.
x—0 1}2 x—0 ZI x—0 2 2
Vorsicht! Falls der Grenzwert auf der rechten Seite nicht existiert, kann
daraus im allgemeinen nicht geschlossen werden, dass auch der linke
nicht existiert:

Sei f(z) = x +sinx, g(z) = z und a = co. Dann ist

f'(x) . 1l4cosz
= lim ——
T—00 g’(x) T—00

nicht existent, wohl aber

i L) gy BT <1+ Smx) — 1.
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1.5 Einfache Anwendungen der Differentialrechnung

Anmerkung:
es kann praktisch sein, Grenzwerte von f(z) - g(«) vom Typ 0 - co in der Form

f(i) <Typ g) oder@ (Typ %)

9(z) f(=)

zU behandeln

Beispiel:
Bestimmung des Grenzwerts lim, ,o, xInz, also f(z) = x 2% 0 und
g(x) =Inzx 2 oo
i)
1 In z)?
lim xlnz = lim % = lim —— = lim (nxl)
z—0+ z—0+ o z—0+ (;14;62 z—0+ -
... (Sackgasse!)
ii)
: . Inz : : :
lim zlnz = lim —— = lim —% = lim (—2) =0
z—0+ z—0+ =0+ — = rz—0+

T x2

1.5.2 Bewegung eines Massenpunktes

Wir betrachten einen Massenpunkt, der sich der Einfachheit halber in einer
Richtung entlang einer Geraden bewegen soll. Die gesamte Bewegung kann
dann durch zwei Variablen, die zuriickgelegte Strecke s und die Zeit t, be-
schrieben werden. Wir kdnnen die zuriickgelegte Strecke als eine Funktion
der Zeit auffassen s = s(t) (es handelt sich um eine eindeutige Zuordnung).
Befindet sich der Massenpunkt zur Zeit ¢ an einer beliebigen Stelle s(t), so
legt er in der anschlieBenden Zeit At die Strecke s(t + At) — s(t) zurlck.

Daraus kann die durchschnittliche Geschwindigkeit Gber die Strecke As und

die Zeit At nach
 As  s(t+ At) — s(1)
U pr— p—

At At
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1.5 Einfache Anwendungen der Differentialrechnung

berechnet werder('} Die zu einer bestimmten Zeit ¢ erreichte Momentange-
schwindigkeit erhalt man, wenn man das Zeitintervall gentigend klein wahilt,
also im Grenzuibergang At — 0:

As s(t+At) —s(t)  ds

W=t AT A —a

Die Momentangeschwindigkeit ist also die 1. Ableitung des Weges (bzw. des
Ortes) nach der Zeit

v=35(t) = e
Die Beschleunigung a(t) gibt die Anderung der Geschwindigkeit Av im Zeit-
intervall At an. Besitzt unser Massenpunkt zu Zeit ¢ die Geschwindigkeit v(t)
und zum Zeitpunkt ¢t + At die Geschwindigkeit v + Av, dann betragt die durch-
schnittliche Beschleunigung Uber die Zeit At

Av ot +At) —o(t)

At At ’

fir ein gendgend klein gewahltes Zeitintervall (Grenzibergang At — 0) erhélt
man die Momentanbeschleunigung a(t):

a =

L Av ot AY) () dv
O=dmamdn T A Ta

Wegen v(t) = s(t) kdnnen wir den Ausdruck umformen:

a(t) = %v(t) = % (%s(t)) = §(t)

Die Momentanbeschleunigung ist die 1. Ableitung der Geschwindigkeit nach
der Zeit und damit gleichzeitig die 2. Ableitung des Weges nach der Zeit.

Beispiel: freier Fall
Fir einen Koérper (Massenpunkt) im freien Fall ohne Bericksichtigung
des Luftwiderstands gilt das Weg-Zeit-GesetzE]

()= 50" (1> 0)

(Dieses Gesetz ist experimentell sehr leicht nachzuvollziehen!). Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung beim freien Fall ohne Luftwiderstand

"Woraussetzung ist die Definition der Geschwindigkeit als pro Zeiteinheit zuriickgelegte
Strecke.
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1.5 Einfache Anwendungen der Differentialrechnung

erhalt man daraus sofort durch ein- bzw. zweimaliges differenzieren
nach der Zeit ¢:

1
v(t):$:§g-2t:gt

a(t) =0 =35§=g= const.

1.5.3 Induktion

Wir betrachten eine im konstanten Magnetfeld rotierende Leiterschleife (vgl.

Abb. [5).

7 A

A ! ]
/ / _
lr// ]

Abbildung 5: Leiterschleife im Magnetfeld

In einer Leiterschlgife der Flache Ay, die von einer Flussdichte B durchsetzt
wird, wir bei einer Anderung der Flache eine Spannung

dd
dt
induziert (das ist das Induktionsgesetz). Die GréBe ® = B - A wird als Induk-

tionsfluss bezeichnet, die induzierte Spannung ist der Anderung des Indukti-
onsflusses mit der Zeit direkt proportional.

Uind = _(i) (11)

Legt man die Position der Leiterschleife zur Zeit t = 0 senkrecht zur Flussdich-
te fest und lasst die Leiterschleife um eine Achse senkrecht zur Flussdichte mit
der Winkelgeschwindigkeit w rotieren, so wird sich der Induktionsfluss zeitlich
verandern, da sich die Flache senkrecht zur Flussdichte andert. Die Spule hat
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1.5 Einfache Anwendungen der Differentialrechnung

sich nach ¢ Sekunden um den Winkel wt aus der Senkrechten herausgedreht,
die wirksame Flache (senkrecht zu B) betragt also

A(t) = Ag cos(wt)
Nach dem Induktionsgesetz ist die induzierte Spannung

o d d
Una = —— = == (B-4) = =B A(t)

d
= —B— Ay cos(wt) = BAgw sin wt
dt ~——

=:Up

Man erhalt eine induzierte Sinusspannung mit dem Scheitelwert Uy = BAyw

1.5 1
A= Ao-cos( ot)
1 — U _ =U_sin(®t)
ind 0
AUy ..
0
A0 ;-U0 -1

Abbildung 6: Leiterschleife im Magnetfeld: effektive Flache A und induzierte
Spannung Uing - Die induzierte Flache wird an den Stellen ma-
ximal, an denen die Anderung der effektiven Flache maximal ist,
also bei den Nulldurchgangen.
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1.6 Differentiale

1.6 Differentiale

Definition: Differential einer Funktion

das Differential einer Funktion beschreibt den Zuwachs des Funktions-
wertes auf der an der Stelle x errichteten Kurventangente bei einem
Anstieg der Variablen um den Betrag dx:

dy = df = f'(xo) - do

Da die Ableitung der Funktion f’(z() Uber ihre Steigung an der Stelle z, defi-
niert ist

Ay

/A P
y =flwo) = lim =

mit Ay = f(zo + Ax) — f(z0),

schreibt man die Ableitung auch oft als Quotient der Differentiale

dy d

/ S A

fla)=y =22 = = f(().

Fir kleine Anderungen der Variablen Az = dz gilt dann Naherungsweise
Ay =dy = f'(xo)dx = f'(x¢)Aux,

die Tangente im Punkt (z¢; f(zo) ist in der unmittelbaren N&he des Punktes
eine gute N&herung fir die Funktion f(z).

1.6.1 Das Newton-Verfahren

Bei einer differenzierbaren Funktion kann der Funktionsgraph durch Tangen-
ten approximiert werden. Diese Tatsache kann man zur Berechnung von Null-
stellen ausnutzen.

Wir gehen von einer differenzierbaren Funktion f : R — R und einem Va-
riablenwert z, in der Nahe einer Nullstelle der Funktion f aus. Dann liefert
die Nullstelle der Tangente an die Kurve an einer zunachst beliebig gewéahlten
Stelle zy einen Variablenwert x,, der als Naherung fiir die Nullstelle angese-
hen werden kann.
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1.6 Differentiale

Abbildung 7: Zum Newton-Verfahren: Startwert xg und daraus bestimmter Va-
riablenwert 1.

Wiederholt man die Prozedur mit einerTangente an die Kurve mit der durch die
N&herung gewonnenen Stelle z;, so erhélt man eine weitere Naherung, die
unter glnstigen Bedingungen besser ist als die urspringliche Naherung z.
Wiederholt man die obigen Schritte mehrmals, so nédhert man sich sukzessive
dem tatsachlichen Wert der Nullstelle von f.

Die Tangente an die Kurve wird nach Gleichung (1) beschrieben durch

t(x) = f(zo) + f'(20)(x — o),

wir suchen die Nullstelle der Tangente, also

0= f(zo) + f'(zo)(x — 20)

A
= f,<x0) =T Zo

_ . f@)

&= f’(Io)

Durch lteration (Wiederholung des Verfahrens mit dem im letzten Schritt ge-
wonnenen Wert) ndhert man sich im Idealfall an die Nullstelle der Funktion
an:

Tpe1 =Ty — ——=nEN 12
+1 o) (12)

Beispiel:
Gesucht ist eine Nullstelle von f(z) = 2% — 4. Benétigt wird natlrlich die
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1.6 Differentiale

erste Ableitung f'(z) = 2z.
Als erste Naherung wahlen wir zy = 1.

fla) _ ai-d4_ - (eR-4) _a3id

P =T () 7" 2w, 22, 22,

Damit ergeben sich die Schritte

1244 2,5% +4
Anmerkungen:

e Das Newton-Verfahren konvergiert nicht immer (vgl. Abb. (/|- liegt der
Startpunkt zu weit von der Nullstelle entfernt, kann die Tangente die x-
Achse auch weit von der Nullstelle entfernt schneiden). Wenn es aber
konvergiert, dann oft sehr schnell.

e Das Newton-Verfahren kann auch zur L6sung von Gleichungen benutzt
werden. Sucht man beispielsweise eine Lésung von z - e* = 1, so wird
daraus durch einfaches Umstellen z - ¢* — 1 = 0, was mit dem Newton-
Verfahren behandelt werden kann.
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2 Taylor-Polynome und -Reihen

Das Approximieren (Anndhern) von Funktionen ist ein wichtiges Gebiet der
Mathematik, da viele Gerate des modernen Lebens darauf zuriickgreifen.
Taschenrechner und Computer sind prominente Beispiele daflir, sie kbnnen
selbst nur die 4 Grundrechenarten verarbeiten (Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division) und mussen fur kompliziertere Berechnungen (z.B.
bei 3D-Anwendungen oder fir aufwandige Regelungen) dennoch in der La-
ge sein, Werte von Funktionen wie sin(z), tan(z) oder Logarithmen mit einer
gewissen Genauigkeit zu berechnen.

Durch Approximation ist es nun tatsachlich mdglich, die genannten Funktio-
nen (und natlrlich viele weitere) durch geschicktes verknlpfen der Grundre-
chenarten nachzubauen - eine der daflir genutzten Methoden ist die Taylor-
Entwicklung.

Beispiel: Anwendung der Taylor-Entwicklung - Ableitung von e”
Mit Hilfe der Taylorentwicklung um die Stelle z, = 0 (MclLaurin-
Entwicklung) - bisher schlicht als die Potenzreihendarstellung von e” be-
kannt - lasst sich die Ableitung der Funktion f(x) = e” sehr einfach
berechnen. Kennt man die Potenzreihe der Exponentialfunktion

2 ]3'3 1'4

PN e o o
e —z%n!—1+x+2!+3!+4!+...,

So kann man die Ableitung natdrlich gliederweise durchfihren und erhalt

2 IL‘S

Ty AT S
() =0+1+2- 543 TR
und daraus wegenn! =n-(n —1)-(n —2)-----1 nach kirzen sofort
2 3 ot
T\ __ - - -
() =0+ 1+z+rdt ot mto
=0+4+e"=¢€"
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2.0.1 der Konvergenzradius

Wir betrachten eine Potenzreihe der allgemeinen Form

R) =3 aa” (13)

n=0

und setzen voraus, dass sich alle Koeffizienten a,, von Null unterscheiden.
Wenn die Reihe als Naherung fir eine Funktion benutzt werden soll, muss sie
nattrlich konvergieren, sie muss fir bestimmte Werte der Variablen x zumin-
dest angenahert den Funktionswert liefern.

Satz: Quotientenkriterium (d’Alembert-Kriterium)
Die unendliche Reihe

> by mit b, # 0¥n € N,b, € C

n=0

konvergiert, wenn
bn+1
bn

< 1.

n—oo

Die Reihe divergiert, wenn

bn+1
bn

> 1.

n—oo

Setzt man fir die Koeffizienten b, = a,z" (und damit b,,; = a,,12""!), so
wird die unendliche Reihe zur Potenzreihe (13), sie konvergiert nach dem
Quotientenkriterium, wenn

+1
.| Gppx” .| nt
lim |————| =|z|- lim <1
n—00 anx" n—00 |
1 an,
= || < —————— = lim |— | =:r (14)
e i

Die GroBe r heiBBt Konvergenzradius (oft auch Konvergenzbereich). Fir |z| <
r, also fUr z im Intervall | — r; r[ konvergiert die Potenzreihe.

27



2.1 Taylorreihen

Beispiel: geometrische Reihe
die unendliche Reihe

dat=l4a+a® 2’4 a2 42" 4

n=0
ist eine Potenzreihe der Form
o0
> i
n=0

mit den Koeffizienten a,, = 1Vx € N. lhr Konvergenzradius berechnet
sich nach wie folgt:

r = lim
n—oo

. 1
= lim |-| = 1.
an—i—l n—oo

Wir erhalten also das erwartete Ergebnis, die Reihe konvergiert fir |z| <
r = 1, sie divergiert fir |z| > r = 1. Das Quotientenkriterium liefert
keine Aussage Uber die Rander des Intervalls (zr = +£1), sie missen
gesondert untersucht werden. Fir x = 1 ergibt sich fir die Reihe

Zm":1+1+1—|—1+1—|—1+... divergent,
n=0

fir x = —1 ergibt sich

Zx":1—1+1—1+1—1+... divergent.

n=0

2.1 Taylorreihen

Als Beispiel fur den Zusammenhang zwischen Potenzreihen und Funktionen
betrachten wir wieder die geometrische Reihe, die Potenzreihe

Px)=1+z'+2* +2°+ - =Z$".
n=0
Sie konvergiert fur |x| < 1, wir wissen bereits, dass der Wert der Summe
in diesem Konvergenzbereich ﬁ betragt. Folglich gilt fir —1 < =z < 1 die
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2.1 Taylorreihen

Beziehung

o0 . 1
nzgx T 1y

dies bedeutet aber auch die Gleichheit zweier Funktionen
o)=L =S
xr) = = .
1—=z n:ox

Die gebrochenrationale Funktion f(z) = L stimmt Gberall im Intervall ] —1; 1]
mit der Potenzreihe > ™ Uberein, die Potenzreihe ist lediglich eine spezielle
Darstellung der Funktion.

Allgemein gilt: ist eine Funktion f in 2, differenzierbar, so lasst sich die Kurve
in der Nahe der Stelle zy grob durch die Tangente annahern. Beispielsweise
gilt an der Stelle xq = 0:

fx) = f(0) + f(0) -«

Es darf vermutet werden, dass héhere Ableitungen bessere Naherungen far
den Kurvenverlauf liefern. Um dies zu untersuchen, setzen wir ein Polynom
héherer Ordnung als Naherung flr f(x) an:

f(x) ~ f(0) + bx + cx® + dz® =: p(x).

Da das Polynom p(x) als N&herung fir die Funktion f fungieren soll, missen
seine Ableitungen den jeweiligen Ableitungen £ entsprechen:

f1(0) =p'(0) =b
£(0) =1(0) =20 = ¢ = £ £(0)
f(3)(0):p(?’)(O):3-2~1-d:>d:$ ®)(0)

Fir steigendes n erhalt man Polynome immer héheren Grades und im Grenz-
wert fir n — oo schlieBlich eine Potenzreihe. Diese Potenzreihe wird als
Taylorreihe bezeichnet. In vielen Fallen konvergiert diese Reihe, sie ist dann
eine andere Darstellung der urspriinglichen Funktion.
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2.1 Taylorreihen

2.1.1 Die Mac Laurinsche Reihe

Fur die Entwicklung einer Funktion f(x) in eine Potenzreihe der Form
f(x) = ag + a1 + aga® + aza® + aga’ + .. (15)

gehen wir von zwei einfachen Annahmen aus:

i) Die Entwicklung der Funktion in die obige Form ist grundsatzlich méglich
und eindeutig

i) Die Funktion f(x) ist in der Umgebung von = = 0 beliebig oft differen-
zierbar, die Ableitungen an der Stelle x = 0 (f'(0), £(0), f&(0),...) sind
bekannt (oder berechenbar).

Bezeichnen wir den Konvergenzradius der Potenzreihe mit , dann ist die
Funktion fir |z| < r lediglich eine andere Darstellung der Potenzreihe, so
dass fur die Funktion und ihre Ableitungen gilt:

() =

f'(x) = ay + 2a9x + 3asx® + 4ay2® + Sasz* + . ..

() =2-1lay +2-3asx + 3 - 4agx® + 4 - Sasx® + 5 - 6agx® + . ..
(£)=1-2-3a5+2-3-dasx+3-4-5a52° +4-5-6agx> +5-6 - agx* + ...

Um die Koeffizienten a; zu bestimmen, kdnnen wir jetzt die als bekannt vor-
ausgesetzten Ableitungen an der Stelle = 0 benutzen:

f(0)=1"ag =0!ag
f0)=1-a =1
f7(0)=1-2-ay =2l ay
f@0)=1-2-3-a3 =3 ay
fB0)=1-2-3-4-a4 =4l a4

Betrachtet man die Funktion selbst als die nullte Ableitung, so sind die Ko-
effizienten der Potenzreihe durch die Ableitungen der Funktion an der Stelle
x = 0 eindeutig bestimmt. Sie werden offensichtlich durch die Vorschrift

foO fo 1o o f9

o T T T T BT g

ag —
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2.1 Taylorreihen

oder verallgemeinert

)
CLn:W (n:0,1,2,3,...)

gebildet. Fir die Potenzreihenentwicklung einer solchen Funktion gilt unter
den genannten Voraussetzungen

Satz: Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe (Mac Laurinsche Reihe)

Unter bestimmten Bedingungen kann eine Funktion f(z) in eine Potenzreihe
der Form

o) = 10+ L0 SO0 e OO g

n=0

(Mac Laurinsche Reihe) entwickelt werden.

e Die Mac Laurinsche Reihe ist die Potenzreihenentwicklung der Funktion
f(z) um den Nullpunkt z = 0, der deshalb auch als Entwicklungspunkt
bezeichnet wird. Sie ist ein Sonderfall der allgemeineren Potenzreihen-
entwicklung nach Taylor.

e Fir die Entwicklung ist es notwendig, dass die Funktion f(x) an der Ent-
wicklungsstelle x = 0 beliebig oft differenzierbar sein. Diese Bedingung
ist allerdings nicht hinreichend.

e Der Konvergenzradius der Mac Laurinschen Reihe von f(z) kann nach
bestimmt werden. Innerhalb des Konvergenzradius wird die
Funktion f(z) eindeutig durch die Potenzreihe dargestellt.

e Die Symmetrieeigenschaften einer Funktion f(x) spiegeln sich in der
Mac Laurinschen Reihe wieder: in der Reihenentwicklung einer geraden
(ungeraden) Funktion treten nur gerade (ungerade) Potenzen von x auf.

Beispiel:

1. Mac Laurinsche Reihe von f(x) = ¢”: die Exponentialfunkti-
on ist sicher beliebig oft differenzierbar, wir kdnnen sehr ein-
fach alle Ableitungen angeben:

f(z) = ¢ und damit f™M(z) =e* (n=0,1,2,...)
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2.1 Taylorreihen

Far die Reihenentwicklung um den Nullpunkt bendtigen wir
die Ableitungen an der Stelle x = 0:

fM0)=e"=1 (n=0,1,2,...)

Damit erhalten wir sofort die Potenzreihenentwicklung der e-
Funktion

1 1 1
=14 —at+ =2+ =23+

1! 21 3!
A A L
:1+f+§+§+ngﬁ'

lhr Konvergenzradius berechnet sich nach

an

(n+1)!

= lim
n!

n—o0

r = lim
n—oo

= lim n = oo,
n—oo

Ap+1

Die Reihe konvergiert bestandig.

Ersetzt man in der Reihenentwicklung formal die Variable x
durch —z, so erhalt man

I L ) N e L A
e =1+ 1 + 5] + 3] + —1—1' 2'—3!-1-
o . :L‘n
=20y

Sie konvergiert ebenfalls bestandig.
. Mac Laurinsche Reihe von f(z) = cosx: es ist

f(z) =cosx = f(0)=1

f'(x) = —sinx = f(0)=0

f"(z) = —cosx = f"(0) = -1
f®(z) =sinz = f30)=0
fW(z) =cosz = fY0)=1

Ab der vierten Ableitung wiederholen sich die Werte. Die Mac
Laurinsche Reihe der Kosinusfunktion lautet also

2 gt 0 o0 B
cosle—ajtz—a—l—---:;(—l) '(2n)!
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2.1 Taylorreihen

Sie besteht wegen der Spiegelsymmetrie (gerade Funktion)
ausschlieBlich gerade Potenzen. Die Berechnung des Kon-
vergenzradius ist hier komplizierter, da ja jeder zweite Ko-
effizient verschwindet. Durch die Substitution der Variablen
(t = 2?) erhalt man aber einen Konvergenzradius von r = cc.

2.1.2 Taylorpolynome und -reihen

In vielen Féllen ist die MacLaurin-Entwicklung einer Funktion f(z) nicht mdg-
lich. Oft liegt das daran, dass die Funktion selbst an der Stelle x = 0 nicht
Definiert ist (z.B. fir f(z) = In(z); x € R;2 > 0. Auch das folgende Beispiel
zeigt dies:

Beispiel:
wir versuchen die Funktion f(z) = 1 in eine Potenzreihe zu entwickeln.
Die ersten Ableitungen sind

flx) = 1 =z t=at=(-1)" 0. 270"
x

(z)
fllz)=(-Da?=(-D'a?2= (-1 - 1.z~
f@) = (=1)(=2)27* = (=1)*- 227% = (=1)*- 2 - 77V
fO@)=1-2-(=3)z7 = (=1)*-1-2-3- 27" = (=1)3- 3. 27371

Die Systematik ist leicht zu erkennen, verallgemeinert gilt offensichtlich
far die n-te Ableitung

Fir die Entwicklung um die Stelle = 0 werden die Ableitungen £ (0)
bendtigt, die in diesem Fall nicht definiert sind.

Um die Funktion trotzdem in eine Potenzreihe entwickeln zu kénnen, driicken
wir sie zunéchst in einer anderen Form aus:

f(x) = g(x —x0) = g(h).
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2.1 Taylorreihen

Die Entwicklung der unbekannten Funktion g(%) nach ihrer Variablen i (um
die Stelle h = 0) kann nun einfach angegeben werden:

f(z) = g(x — x0) = g(h=0) = f(z0)
() = gz — ) = g™ (h = 0) = F) ()
h=x— xo,

so kann Gleichung umgeschrieben werden in

" To ) (3) Zo 5
f(x>:f(:co)+—(x—xo)+%(z—xo) Nyl 3(! ) o —ao) + ...

die allgemeine Form einer Taylorreihe. Da fur die Entwicklung die spezielle
Stelle x( benutzt wird, bezeichnet man sie als eine Taylor-Entwicklung um die
Stelle x.

Beispiel: Taylorentwicklung

zurick zu unserem Beispiel oben - wir kédnnen mit der Taylor-
Entwicklung auch die Funktion f(z) = % in ein Potenzreihe entwickeln.
Wahlt man als Entwicklungspunkt zy = 1, ergibt sich mit den Ableitun-
gen oben

M (xo) = (=)™ - nl-ag" = (=1)" -1t = (=1)" - n!

|
©_ 4(n) < (1))
fo) =S LW g o s e Sy -y

n! n!
n=0 n=0 =0
Der Konvergenzradius der Reihe ist
- e N -
"= nh—>r{olo Unit| ’nh—{{olo ' (—1)n+1| nll—>r20 (=1 =1




2.1 Taylorreihen

Die Reihe konvergiert also flr |z — x| = |z — 1| < r = 1 bzw. im Bereich
0<x <2

fla) = i =S )M -1 0<w<2

Ganz analog lasst sich eine Reihe fur den natdrlichen Logarithmus
f(z) = In(x);x > 0 Uber eine Entwicklung um die Stelle z; = 1 be-
rechnen. Die Funktion und ihre erste Ableitung lauten

f() = In(z) = f(1) = (1) = 0
fa) =~
= f'(1) =1,

ab hier kdnnen die oben gefundenen Ableitungen direkt benutzt werden
(n wird einfach um eins hochgezahlt!):

ffle)= (1= (D22 = (=)' - 2-1)!- 2

= (=)' (2-1)

—2)z7% = (-1)- 2270 = (-1)*- 3—-1)! - 2™?
= fO1) = (-1)*-3-1)!

F = (=1 o= Dl
= (1) = (<1 (- 1))

Damit lautet die Reihe fiir den In(x) also

< £) (0 < fn)
f) =) = 3 T gy 2 S0 Ty
_y E R oy By

Ihr Konvergenzradius ist

-1 n—1 1
r = lim = lim (=)™ (n+1)
n—=00 | Ap41 n—00 (—1)” n
. n+1 . n o1
= lim = lim — + lim — = 1.

n—oo an, n—oo N n—oo 1,

Die Reihe konvergiert ebenfalls fur 0 < x < 2.
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2.1 Taylorreihen

Definition:

Esseixy € D und f : D — K sein-mal differenzierbar. Dann hei3t
~ 1
T.(z) = Z Ef(k)(xg)(x — 20)" (19)
k=0

= f(wo) + f'(w0)(x — 20) + %f”(%)(ﬁ —xo)t 4+ %f(")(:vo)(x — x0)"

das n-te Taylorpolynom zur Funktion f in x.
Setzt man n = 1, so erhélt man die Tangentengleichung als lineare Naherung
f@) = Ti(x) = f(xo) + f'(z0) - (¥ — w0),

fur n = 2 ergibt sich eine Parabel.

Beispiel:
Das 2. Taylorpolynom der Funktion f(z) = 1 inzq = 2 mit f/(z) = —%
und f”(z) =2 - =5 ist

Ty(x) = F2) + Q) —2) + 31" (2)(w — 27
1 1 1 1
:§+<—Z)(5L‘—2)+§'Z((E—2)2
:%—ix+%+%(m2—4x+4)
33 1,
“2 "R

Man sieht sofort, dass damit tats&chlich gilt:

3 3

1
T2(2):§—§+§=§=f(2)
)= -2 +2.3 2= -1 =[(2)

1
@)= =)
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2.1 Taylorreihen

Beispiel:

Wir betrachten die Funktion f(z) = e”.

Die n-te Ableitung ist hier f = e mit der Eigenschaft f(™(0) = ¢° = 1.
Damit vereinfacht sich die Taylorreihe um zy = 0 zu

T 1 2 ]‘ 3 x
e —1+x+5x + 5 +..._Z—

(Zur Erinnerung: 0! := 1).

Die bereits bekannte Potenzreihen-Darstellung einer Funktion entspricht der
Taylorreihe um die Stelle xy; = 0. Man nennt diese spezielle Reihe auch
McLaurinsche Reihe zu f. Das n-te Taylorpolynom in z, = 0 entspricht ei-
ner nach n Gliedern (nach x") abgeschnittenen Potenzreihe.

Satz:
Sei f :la,b[— R(n + 1)-mal differenzierbar, z, €la,b[ und T,,(x) das n-te
Taylorpolynom zu f in z. Dann gibt es zu jedem z €]a, b] ein § zwischen x

und x mit (+1)( )
Fir (g .
CE

Vv
Restglied

f(x) =T, (x) +

Der letzte Satz liefert eine Méglichkeit, die Qualitat der Naherung Uber das
Taylorpolynom abzuschatzen. Stellt man den Ausdruck um, so ergibt sich

B f(n+1) (9)

(n+ 1)! (= 20)™! (20)

|f(z) = Tn(z)]|
fur ein 6 zwischen x5 und z. Man erhalt damit eine Abschatzung, wie grof3
die maximale Abweichung des Taylorpolynoms von der dargestellten Funktion
f(z) fur ein gegebenes x ist.

Beispiel:
Fir das im vorigen Beispiel mit f(z) = % bestimmte Taylorpolynom um

die Stelle xo = 2 s s .
T == —- —x?
5(x) 5 4:B+ 7

l&sst sich die Qualitat der Naherung fir = aus dem Intervall [1,5;2, 5]
folgendermafen abschéatzen:
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2.1 Taylorreihen

Nach gibt es fir alle x € [1,5;2,5] ein § zwischen 2 und x mit der
Eigenschaft

®3) (g
@) - Do) = | 2O 2]
Es wird also die dritte Ableitung f® = —6- 4 benotlgt Eingesetzt ergibt
sich

F(2) — To(a)| = ’—6 ALy

Da die GrdBe #* im Nenner steht, wird der Ausdruck fiir das kleinste 6
maximal, wir kdbnnen also sicher schreiben

1

<
= 1,5

(0,5)° ~ 0,025

)= Too)] = |6+ gito = 20

Beispiel:
Taylorpolynom 7,,(z) fur n = 1,2 und 3 der Funktion

fz) =€e“*"umxy =0
Ableitungen:

f’(x) = %% . (— sin )

11(0) =
e > W(—smx)(—sm) T (= cos )
(sin

€% (sin® z — cosx)

f'0)=e'(0-1) =
Oz ) e“®*(—sin(x))(sinx — cosx) + e“*¥(2sinx - cosx — (—sinx))

= %% (3 sinz cosx — sin® x + Sln:c)
0) =

= (0

Es folgt also
1
Ti(z) = e;Ta(x) = Ts(x) = e — §€$2

Der maximale Fehler bei der Approximation wird durch das Restglied
beschrieben:

fmo (o)

(n+1)! i

|[f(x) = Tu(2)| =

(x — xg
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2.1 Taylorreihen

Fir den vorliegenden Fall vereinfacht sich der Ausdruck (z — xy) zu z,
es ergibt sich flr die das erste Taylorpolynom mit n = 1:

cosO(in2 0
F(z) - Tu(@)| = €% (sin”  — cos ) 2| < e
2 2
und fir das zweite Taylorpolynom mit n = 2:
G (g e
) - 1] = [0 < S

Anwendungen der Taylorentwicklung

Eine haufige Anwendung der Taylor- oder MacLaurin-Entwicklung ist die na-
herungsweise Berechnung von Wurzeln.

Beispiel: Entwicklung einer Wurzel:
gesucht ist der Wert /1, 1, er lasst sich recht einfach durch die ersten
zwei Glieder einer Entwicklung der Funktion

f@)=Vitz=(0+2)

um die Stelle o = 0 abschatzen. Bendtigt werden der Wert der Funktion
sowie der Wert der ersten Ableitung an der Stelle x,

F0)=Vi=1
fa)=3 0+ = FO)=3

Die Naherung ist das Taylorpolynom 7 ()
1 1

Ti(x) = ol (0) + T "(0)x
=1+ %x ~ f(x)

Der Wert der Wurzel ist also etwa f(0,1) =1+ 5-0,1=1,0333....
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2.1 Taylorreihen

Beispiel: Energie einer bewegten Masse

Ein Kérper mit einer Ruhemasse m verédndert nach der speziellen Rela-
tivitatstheorie seine Masse, sobald er sich mit der Geschwindigkeit v re-
lativ zu einem Beobachter bewegt. Die Masse nimmt bei einer gleichfor-
migen Bewegung (ohne Beschleunigung, c ist die Vakuumlichtgeschwin-
digkeit) zu:

myo

_ w2
CQ

Es handelt sich wieder um eine Wurzelfunktion, die sich recht einfach
entwickeln lasst:

m(v) =

1)2

_1
m(v) = myg - (1—;) =mq - f(v)
Entwicklung der Funktion f(v) nach der Variablen v um die Stelle vy = 0:

f0)=1

1
= f"(0) =0+

Damit kennen wir die ersten drei Glieder der Entwicklung und kénnen
eine Naherung fur die Masse in Bewegung angeben:

m(v) ~ mgy (&f(O)UO + %f’(O)v1 + %f"(())vz)

102
=molltya

Setzt man die N&herung fiir die geschwindigkeitsabhangige Masse in

den bekannten Ausdruck

E = mdc?

(die relativistische Energie) ein, so erhalt man sofort

102
E = m(v)c® = mg <1 + 5;) c?

1
= m002 + §m0v2 = E(U = O) + Ekin .
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2.1 Taylorreihen

Durch die Taylor-Naherung ergibt sich direkt die kinetische Energie Eiin
als relativistische Korrektur der Masse fir kleine Geschwindigkeiten
(v << 0).
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3 Funktionen mehrerer Variabler

Bisher wurden stets Beispiele von Funktionen betrachtet, die von einer ein-
zelnen Variablen x ab&ngen. Sie wurden als Modelle benutzt, um Abhangig-
keiten (Zusammenhange) zwischen (meist) technischen GréBen darzustellen.
Oft treten aber in der Anwendung auch GréBen auf, die von zwei oder mehre-
ren Variablen abhangen, was sich recht einfach behandeln Iasst, indem man
den Begriff der Funktion erweitert und mehrere unabhangige Variable zulasst.

Beispiel: Ohmsches Gesetz

Nach dem ohmschen Gesetz ist die an einem (ohmschen) Widerstand
abfallende Spannung U der eingepragten Stromstéarke I proportional,
wir bezeichnen die Proportionalitdtskonstante mit dem Formelzeichen R

U=R-Imit R = const.

Man kann die Spannung U als eine Funktion der Stromstarke I betrach-
ten:
U=f(I)=U).

Auch bei nicht ohmschem Verhalten eines Systems kann man sich na-
tirlich eine GroBe "Widerstand’ als das Verhéltnis U/I definieren - der
Unterschied ist schlicht, dass diese GrdBe R nicht mehr konstant ist,
sie kann von der Stromstarke I abhangen, muss dies aber nicht. Damit
héangt die Spannung im allgemeinen Fall von der Stromstarke I und dem
(nicht mehr konstanten) Widerstand ab:

U= f(RI)=U(R,I)

Wir kénnen den Begriff der Funktion etwas erweitern, indem wir mehrere von-
einander unabhangige variable GréBen als Argument einflhren:

Definition:

Unter einer Funktion von zwei unabhédngigen Variablen versteht man
eine Abbildungsvorschrift, die jedem geordneten Zahlenpaar (x;y) aus
einer Menge D genau ein Element = aus einer Menge W zuordnet. Man
schreibt daftir symbolisch

z= f(z,y) (21)
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3.1 Grafische Darstellung

Wir bezeichnen die Mengen D bzw. W wieder als Definitions- bzw. Wer-
tebereich der Funktion f. Den Definitionsbereich der Funktion (geordnete,
voneinander unabhangige Zahlenpaare) kann man dann als eine flachenhafte
Punktmenge der x, y-Ebene auffassen.

Beispiel:
Die reellwertige Funktion zweier Variablen

z=z(z,y) =16 —22—y?2 € R

besitzt als Definitionsbereich einen Kreis mit Radius » = 4 in der z, y-
Ebene, denn der Ausdruck unter der Wurzel muss > 0 sein. Es muss
also gelten:

16 — 22 —y? > 0 <= 22 +y* < 16,

Damit kann der Wertebereich W bestimmt werden: 0 < z < 4 (wegen
0<16— 22 —y? < 16.

Abbildung 8: Definitionsbereich der Funktion f(z,y) = /16 — 22 — y2.

3.1 Grafische Darstellung

Beschrankt man sich auf Funktionen von zwei unabhangigen Variablen (ein
in der Anwendung haufiger Fall), so kann eine Funktion grafisch recht einfach
dargestellt werden.

Durch die Funktionsgleichung z = f(x,y) wird jedem Zahlenpaar aus dem
Definitionsbereich der Funktion genau ein Funktionswert zy = f (¢, yo) zuge-
ordnet. Wir kénnen die drei Zahlen x, yo und z, als kartesische Koordinaten
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3.2 Ableitung von Funktionen mehrerer Variabler

eines Punktes im dreidimensionalen Raum deuten, dem ein rechtwinkliges
Koordinatensystem zugrunde liegt. Der Funktionswert 2z, kann dann geome-
trisch als H6henkoordinate oberhalb der z, y-Ebene interpretiert werden. Ord-
net man jedem Zahlenpaar (z;y) € D einen Punkt P = (z;y; 2 = f(z,y)) als
Hohenkoordinate zu, so erhélt man in der Regel eine Uber dem Definitionsbe-
reich D liegende Flache, die anschaulich den Verlauf der Funktion z = f(x,y)
wiedergibt.

Abbildung 9: zwei Beispiele fir die grafische Darstellung von Funktionen als Fla-
chen im Raum. Links die Funktion f(z,y) = z = = + 2% + y + 12,
rechts die 'Sombrero-Funktion’ f(r) = sin(r)/r mitr = /22 + y2.

3.2 Ableitung von Funktionen mehrerer Variabler

Wir kdnnen skalarwertige Funktionen einer Variablen bereits ohne Probleme

ableiten: .
f'(ag) = lim TE0FI) = T(0)

Dieses Konzept lasst sich auch einfach auf vektorwertigen Funktionen einer
Variablen anwenden - es werden hier einfach die einzelnen Komponenten der
vektorwertigen Funktion, die alle von derselben Variablen x abhangen, diffe-
renziert:

fi(z)

flle)=1
fu()
Wie aber differenziert man eine skalarwertige Funktion mehrerer Variablen,
beispielsweise eine Funktion wie f(z1,12) = 3 cos x9?
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3.2 Ableitung von Funktionen mehrerer Variabler

Da die Funktion von mehreren Variablen abhangt, gibt es in diesem Fall auch
mehrere Mdglichkeiten, diese Variablen zu verandern (im obigen Beispiel
kénnte ja nach der Variablen x; oder nach der davon unabhangigen Varia-
blen x, differenziert werden). Zunéachst muss also festgelegt werden, welche
der Variablen betrachtet werden sollen.

Differenziert man einfach nach einer Variablen und hélt alle anderen fest (man
betrachtet sie als Parameter), so gelangt man zu partiellen Ableitungen einer
Funktion mehrerer Variabler:

Definition: partielle Ableitung

Die Funktion f(Z) ist in Z, nach der Variablen x; partiell differenzierbar,
falls der Grenzwert
9 . [(@o) + hé; — f(Zo)

(22)

existiert. Dabei bezeichnet é; den i-ten kanonischen Einheitsvektor. Er
besteht aus einem Nullvektor, in dem die i-te Komponente durch den

Wert 1 ersetzt wird:
0

0
Die GréBe a% f(Z) heiBt partielle Ableitung von f(Z) nach z; im Punkt
.
Ist f(Z) in jedem beliebigen Punkt ¥, € D partiell differenzierbar nach
x;, S0 heiBt f auf D partiell differenzierbar nach x;. Trifft dies fiir alle
Variablen x;,i = 1,...,n zu, so heiBt f partiell differenzierbar (auf D).

e Die partielle Ableitung einer Funktion mehrerer Variabler
(x1,29,...) —> f(x1,29,...) ist also die Ableitung der Funktion
nach einer dieser Variablen. Man schreibt dafiir auch:

0
)= 52 (23)

foi (15205 .

e FUr den Fall der beiden unabhéngigen Variablen kénnen wir die Definiti-
on etwas einfacher schreiben:
Partielle Ableitung 1. Ordnung nach z:

folwy) = lim LETATY) = fl@iy)

Az—0 Az

(24)
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3.2 Ableitung von Funktionen mehrerer Variabler

Partielle Ableitung 1. Ordnung nach y:

flz;y + Ay) — f(x;y)

Beispiel:

f(z1,x9) = 23 cos z,. Dann sind die beiden partiellen Ableitungen

Of (1, 2)

o = 322 cos Ty
1
und
af<x17 x2> 3 .
T = —I{ S ZTo.
2

Die bekannten Ableitungsregeln fir Funktionen einer Variabler Ubertragen sich
direkt auf Funktionen mehrerer Variabler.

Fir eine Funktion (z,y) — f(z,y) von zwei unabhangigen Variablen versteht
man unter dem totalen Differential den Ausdruck
of of

df = —dx + =—d 26

[ = Gpdo+ 5 dy (26)
Der Ausdruck wird als fotales Differential bezeichnet, weil er die gesamte In-
formation Uber die Ableitung enthélt, wéhrend die partiellen Ableitungen nur
Information Uber die Ableitung in Richtung der jeweiligen Koordinatenachsen
enthalten.

Ahnlich wie die Tangente die Gerade beschreibt, die mit der Steigung der
Funktion in diesem Punkt an der Kurve anliegt, beschreibt das totale Diffe-
rential eine Ebene. Diese Tangentialebene wird in einem Punkt P = f(x; o)
durch die beiden senkrecht zueinander an die (flachenartige) Kurve abgeleg-
ten Tangenten in Richtung der beiden Variablen = und y aufgespannt.

Das totale Differential beschreibt also n&herungsweise das Verhalten der
Funktion in der Umgebung des Punktes.
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4 Lineare Gleichungssysteme, Matrizen

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

2I1—Jf2—$3:1
$1+I’2+4l’3:5

2
Durch Ausprobieren erkennt man, dass x = | 3 | eine Losung ist. In diesem
0
Abschnitt sind z,y € R™ Vektoren, auf die Schreibweise mit Pfeil wird der
Einfachheit halber verzichtet.

Fir ein solches Gleichungssystem sind die Koeffizienten auf der linken Seite
und die rechte Seite entscheidend:

a= (0 )= ()

Eine Matrix A € R™*" st ein Zahlenschema, bestehend aus m Zeilen
und n Spalten:

Definition:

aix a2 A1n
a21 A22 (57
Am1 Am2 ... Omp

Zu A e R™" und x € R" ist Ax € R™ definiert durch

a1 a19 RN Q1n
T
921 929 RN Aoy
A-x=
L,
Am1 Am2 ... (07
a1y t+apxe +... tFaT,
a2171  t+axre: +... “FaT,
Am1T1 +ameT2 +... FAmpTy

I B R

kurz A = (a;;) notiert.
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Beispiel:
Das obige Beispiel fur ein lineares Gleichungssystem wird durch

2 -1 -1\ (") N
11 4 2= \5
T3

beschrieben, die bereits geratene Lésung durch

2 -1 -1) ; (224 (-1)-
1 1 4 0] 1.2401.

Anmerkung: es versteht sich von selbst, dass bei der Multiplikation von Ma-
trizen und Vektoren die Dimensionen der jeweiligen GréBen passen missen,
eine Multiplikation wie

1

12)
2
(21 5

kann nicht funktionieren.

Satz:
Fir A e R™" z,y € R" und o € R gilt
A-(z+y)=Ar+ Ay und A-(ax)=a-(Azx). (27)
Beispiel:
<2 —1 —1)_ 1 N ?, _<2 —1 —1)_ Z _<1)
1 1 4 1 0 1 1 4 1 11

Definition:
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Ein lineares Gleichungssystem A -x = b,A € R™™ b € R™ heiBt
homogen, falls b = 0, ansonsten inhomogen.

Beispiel:
2 -1 —1 0\ .. . . ,
11 4 ) cr o= (0) ist ein homogenes Gleichungssystem. Eine
0 1
einfache Lésung ist + = | 0 |. Weitere Lésungen sind | 3 | und
0 -1
2
6
-2

Sind = und y Lésungen des homogenen Gleichungssystems A-x = 0, so folgt

mit (27) sofort
A-(zty)=Az+Ay=0£0=0
Al z)=a-Ar=a-0=0,
d.h. auch x £+ y und « - x sind Lésungen.

Satz:
Ein lineares homogenes Gleichungssystem besitzt immer die triviale Lésung
x = 0. Die Menge aller Lésungen bildet einen Vektorraum.

Beispiel:
Die Lésungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems

2 -1 -1
(1 1 4)”20

ist die Gerade

Sind z und y Lésungen von A - x = b, dann folgt

Alx —y) =Ax —Ay=b—-b=0,
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41 GauBsches Eliminationsverfahren

also 16st der Ausdruck x — y das homogene Gleichungssystem.

Satz:

Ist x, eine spezielle Lésung von Ax = b, so erhalt man samtliche Lésungen
des Gleichungssystems Az = b durch z, + z;,. dabei ist z;, die Lédsung des
homogenen Systems Az = 0.

Beispiel:
= ; ist Ldsung zu 2 -1 =1 (]
Ts = X 9 11 4 )" \5)

Fir jede andere Lésung z qilt, dass « — x, das homogene Gleichungs-
system lést, also x —x, € g mit der Geraden g aus dem vorigen Beispiel.
Die Lésungsmenge ist folglich

2 1
3l +X-| 3 |MeR
0 —1

4.1 GauBsches Eliminationsverfahren

Das GaufB3sche Eliminationsverfahren dient zur Lésung linearer Gleichungs-
systeme wie beispielsweise

221 + 4o + 4y =38
r1 + 329 +x3 4+ 4y =10
—2x1 — 229 +x3 4+ 14 =7
— X + x4 =—1.

Wir schreiben das Gleichungssystem als erweiterte Koeffizientenmatrix um
(Koeffizienten und rechte Seite der Gleichungen):

2 4 0 4| 8
1 3 1 4110
-2 -2 1 1|7
0 -1 0 1]-1

Die Idee zur Lésung des Gleichungssystems: die L6sungsmenge andert sich
nicht, wenn
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41 GauBsches Eliminationsverfahren

e Komplette Zeilen (Gleichungen) mit einem Faktor # 0 multipliziert wer-
den

e Zeilen (Gleichungen) vertauscht werden
e Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert oder davon subtra-

hiert werden.

Mit diesen elementaren Zeilenoperationen versucht man, eine Zeilen-Stufen-
Form zu erreichen. Wir machen zunachst den Wert a1, zu 1, indem die erste
Zeile durch 2 geteilt wird:

I 2 4 0 4| 8 2
17 1 3 1 4|10
171 -2 =21 1|7
v 0 -1 0 1]-1

Die Koeffizienten as; und as; kdbnnen durch Abziehen von Zeile I und Addition
von 2 - I] eliminiert werden:

I 1 2 02 4

17 1 3 1 4|10 —1
I -2 =21 1|7 +2-1
v 0 -1 0 1]-1

Das Verfahren wird solange fortgesetzt, bis die Diagonalemente a;i den Wert
1 besitzen und alle anderen (a;; mit i # k) zu Null verschwinden.

1
I7
177
v

1
I7
177
v

I 1
II 0
171 0
v 0

DN — DN

15 —2-11
—1 +I11

OO O =
O~~~ O

O O =N
|
—

W~ NN

O O =N
—_ == O
[\]
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41 GauBsches Eliminationsverfahren

1 120 2|4
17 011 2|6
171 001 —-1|-3
v 000 478 4
I 120 2|4
17 011 2|6
171 001 —-1|-3 +1V
v 000 1|2
I 120 2| 4
17 01126 —1I11-2-1V
171 0 010]-1
v 000 1|2
I 1 20 2] 4 —2-11-2-1V
17 01003
117 0010]-1
v 000 1] 2

Damit liegt die Lésung des Gleichungssystems in Form der erweiterten Koef-
fizientenmatrix vor

I 1 00 0]|—-6
17 0100] 3
171 00 10]-1 ’
v 000 1|2

denn betrachtet man die Multiplikation der Matrix mit dem Vektor x, so ergibt
sich

1 000 1 —6
0100 zo | | 3
0010 3| | -1
0001 T4 2
oder ausgeschrieben

1'1:—6

J/’Q:?)

.ng—l

1'4:2.
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4.2 Rechnen mit Matrizen

4.2 Rechnen mit Matrizen

Wir kennen bisher die Matrix als Zahlenschema und haben die Matrix-Vektor-
Multiplikation benutzt, um lineare Gleichungssysteme zu behandeln. Im Fol-
genden werden wir das Konzept der Matrix erweitern, um auch formal mit
Matrizen rechnen zu kénnen.

Definition:
Sind A, B € R™" A = (a;;), B = (bi;),« € R, s0 sei
A+ B = (a; + by) € R™"
a-A:=(a-ay) € R™" (skalare Multiplikation)
Definition: (Multiplikation von Matrizen)
Es seien A € R™", B € R A = (a;;), B = (b;;). Dann sei

C= (Cij) =A-Be Rle mit
Cij = ainbij + aigbaj + aizbs; + ... + ainbn; = Z ik rj
k=1

Anmerkungen:

i) Man kann einen Spaltenvektor x € R" als eine n x 1- Matrix betrach-
ten. Die Matrix-Vektor-Multiplikation ist als Spezialfall in der Matrix-Matrix-
Multiplikation enthalten.

i) Man beachte die Dimensionen: A € R™*" multipliziert mit B € R™*! ergibt
eine Matrix der Dimension R™*!,

iif) Die Matrix-Multiplikation kann man sich durch das Falk-Schema merken:

Das Falk-Schema

Beim Falk-Schema handelt es sich um eine einfache Hilfe zur Multiplikation
von Matrizen. Es I&sst sich leicht anhand eines Beispiels entwickeln:
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4.2 Rechnen mit Matrizen

Beispiel: Falk-Schema
Nehmen wir an, wir wollen die Matrizen A € R3*? und B € R?*? mitein-
ander multiplizieren:

1 4
1 1
C=A-B=|2 5 -(1 _2)

Das Falk-Schema besteht nun aus einer Tabelle, in der die linke Matrix A
im linken Teil dargestellt wird. Die rechte Matrix B wird Uber die Tabelle
auf die rechte Seite geschrieben:

—1]1
1 | -2

1 4
2 5
3 —6

Wo sich die i-te Zeile der linken Matrix und die j-te Spalte der rech-
ten Matrix kreuzen, wird das entsprechende Skalarprodukt eingetragen.
Das Element ¢;; der entstehenden Matrix ist also die elementweise Mul-
tiplikation der ersten Zeile von A mit der ersten Spalte von B

1-(=1)4+4-1=4—-1=3

-1] 1
1 | -2

4
5

1
2
3 —6

Mit den weiteren Elementen der Matrix C' wird analog verfahren:

—1] 1

1 -2
1 4|3 |-7.
2 5| 3|8
3 —6|-9] 15

Als Ergebnis ergibt sich also die Matrix

1 4 o 3 -7
C=A-B=[2 5 -(1 _2): 3 -8
3 —6 —9 15
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4.2 Rechnen mit Matrizen

Anmerkungen

e Der Vektor x € R™ kann als Spaltenvektor (n x 1-Matrix) aufgefasst
werden, der transponierte Vektor 7 € R'*n ist dann ein Zeilenvektor,

ZU
1
r=[2] istz” = (12 3)
3

e Das Skalarprodukt z -y entspricht dann einer Matrix-Multiplikation 27 - y/:

1 0
Fiarx= |2 undy= | —1| ist
3 1
0
o' y=(123)-|-1]=1
1
Dabei ist aber
1 0 —1 1
vyl =|(2]-0 -1 1)=[0 -2 2| eR¥.
3 0 -3 3

55



4.3 Quadratische Matrizen

4.3 Quadratische Matrizen

Definition:

A € R™" heil3t quadratische Matrix
Eine quadratische Matrix mit der Eigenschaft AT = A heil3t symmetrisch.

a1 0 e O
0 929 . . . .
A= hei3t Diagonalmatrix,
|
0o .. 0 apn
1 0 0
=Y v | heist Einheitsmatrix, die Matrix
0 0 1
0 0 0
o= " O | heist Nulimatrix
0 0 0
Anmerkungen:

e Eine symmetrische Matrix ist symmetrisch zur Hauptdiagonalen

e Die Einheitsmatrix £ wird oft auch als I oder I, (fir ldentitat) bezeich-
net.

Beispiel:
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4.3 Quadratische Matrizen

100
=10 0 0] isteine Diagonalmatrix.
0 05
100 3 10 3
D-A=|(0 0 0)-|-1 4 1|=10
0 0 5 -1 10 -5
3 10 100 3
A-D=|-1 4 1 000)]=1-1
-1 10 0 0 5 -1
Satz:
Ist
dyy 0
D=
0 dpn
eine Diagonalmatrix, so gilt:
e D - Aergibt sich aus A durch Multiplikation der k-ten Zeile mit dj.
e A - D ergibt sich aus A durch Multiplikation der k-ten Spalte mit d..
Definition:
A € R™™ heil3t requldr oder invertierbar
& es gibt eine Matrix A~ e R™" mit A- A~ = 1.
Ansonsten heil3t die Matrix singulér.
Beispiel:
1 2 1
Wir wollen untersuchen,ob A= | 0 —1 0 | regulérist. Falls ja, exis-
2 4 3
tiertein X = (z;;) mit A- X = I, also
1 2 1 11 T12 X113 1 00
0O -1 0 T21 T2 23 = 010
2 4 3 T31 X32 I33 0 01
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4.3 Quadratische Matrizen

Die Matrixgleichung entspricht drei Gleichungssystemen:
T11 1 T12 O 13 O
A . T21 = 0 ,A . T22 = 1 ,A . 93 = 0 s
T31 0 I392 0 33 1
die sich simultan I6sen lassen:
[[[ 1 2 1{1 0 0
111 0 -1 0/0 1 0 (—=1)
v 2 4 3/0 01 —2-1
1
17 1211 0 O —2-II—-111
111 0 00 =10
v 001(-2 0 1
I][ 1 00[{3 2 -1
0100 -1 0
[ 0 11-2 0 1
A%
Dies entspricht 1 - X. Also ist
3 2 -1
Atl=10 -1 0
-2 0 1

Bemerkungen:

e Das Verfahren aus dem letzten Beispiel (Gau3-Jordan-Verfahren) kann
allgemein zur Berechnung einer inversen Matrix zu A € R"*" nutzen.

A ist invertierbar
< A lasst sich durch elementare Zeilenoperationen in die Form einer Einheitsmatrix bringen
< A enthélt keine 0-Zeile

Satz:
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4.3 Quadratische Matrizen

1. Ist A invertierbar, so auch A~! und es gilt (A™1)~! = A.
2. Ist A invertierbar, so auch AT und es gilt (A7)~ = (A~1)T,
3. Sind A und B invertierbar, so auch A-Bundesist (A-B)! = B~1- AL
Anmerkungen dazu:
e Aus A7!- A =T folgt
[=1T= (A" AT = AT . (AT,
also (A7)t = (A" H)T
e Sind A und B invertierbar, so gilt
(A-B)- (B AY=A-(B-B Y A'=A-T-A'=A-A"=1,
also (A-B)"'=B"1.A"!

e Ist ein lineares Gleichungssystem Az = b gegeben und kennt man die
invertierte Matrix A~!, so folgt

AW =A""Ax =1 -2 =12,

man erhalt sofort die Lésung z = A~1 - b.

Beispiel:
Gesucht ist die Lésung des linearen Gleichungssystems

Ty + 21, 3 =1
— X9 =2
2.1‘1 + 4.%'2 —|—35L’3 =1

oder in Matrix-Schreibweise Az = b:

1 2 1 1
0 -1 0)-z=12
2 4 3 1

Mit der aus dem vorigen Beispiel bekannten inversen Matrix ergibt sich

3 2 -1 1 6
z=A"% 0 -1 o] -[2]=]-2
-2 0 1 1 -1
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4.4 Determinanten

Definition: (Determinante)

Durch die Determinante wird einer Matrix A € R™*" eine Zahldet A € R
zugeordnet, wobei gilt:

i) Hat die Matrix A Dreiecksgestalt, d.h.

* ... 0 ¥ ... ok
A=1|: .. | oderA=1|: -.. |,
* ... % 0 ... x

so ist det A das Produkt der Diagonalelemente

i) det A bleibt bei Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile
unveréndert

iii) det A wechselt beim Vertauschen von Zeilen das Vorzeichen

Fir den zweidimensionalen Fall A = a;; schreibt man oft auch

ayy ... QAip

det A =

apl1 .- Qpp

Durch Umformungen, die bereits vom GauB-Eliminationsverfahren bekannt
sind kann man die Determinante einer Matrix berechnen.

e Der Wert der Determinanten &ndert sich nicht, wenn man die mit einem
Faktor multiplizierten Elemente einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zei-
le (Spalte) addiert.

e Die Determinante éndert ihr Vorzeichen, wenn man Zeilen bzw. Spalten
vertauscht.

e eine Determinante hat den Wert 0, wenn alle Elemente einer Zeile (Spal-
te) 0 sind oder zwei Zeilen (Spalten) gleich oder proportional sind.

60



4.4 Determinanten

Eine zweireihige Determinante wird durch

aix a2
= Q11022 — Q12021 (28)

a21 A2

berechnet. Im dreidimensionalen Fall gilt

11 daiz2 A3
21 Q22 (23| = A11A22033 + (13023031 1 A13G21G32
a31 dasz2 a33

—Aa13022031 — A12A210A33 — A11A23032. (29)

Die Regel von Sarrus

Die Regel von Sarrus ist ein Schema, das die Berechnung von dreireihigen
Determinanten erméglicht: man schreibt die zwei ersten Spalten noch einmal
auf die Rechte Seite neben die Determinante. Dadurch erhalt man gedanklich
drei 'Hauptdiagonalen’ von links oben nach rechts unten und drei 'Nebendia-
gonalen’ von rechts oben nach links unten. Man berechnet die Produkte der
Elemente in jeder der Hauptdiagonalen und berechnet deren Summe, davon
werden die Produkte der Elemente in den Nebendiagonalen abgezogen.

Beispiel: Regel von Sarrus.
Zur Berechnung der Determinanten

2 6 2
-1 =3 0
0 3 3

schreiben wir die beiden ersten Spalten rechts neben die Determinante

2 6 2|2 6
-1 -3 0|-1 —-3.
o 3 3]0 3

Jetzt kdnnen die Zahlen in den gedachten Hauptdiagonalen multipliziert
und die Produkte summiert werden. Genauso werden die Zahlen der
Nebendiagonalen multipliziert und die Produkte subtrahiert:

=2.(=3)-346-0-0+2-(=1)-3-2-(=3):-0—-2-0-3—6-(—1)-3
= —18—6—(—18) = —6
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4.4 Determinanten

4.41 Entwicklung nach Zeilen/Spalten

Zur Berechnung von Determinanten ist es hilfreich, sie in Unterdeterminanten
zu zerlegen. Eine dreireihige Determinante I&sst sich beispielsweise in zwei-
reihige Unterdeterminanten zerlegen. Wir entwickeln dazu die Determinante

@11 a2 ais
det A = 91 Q92 Q923

31 as2 0ass
nach der ersten Spalte:

Q12 Q13
Q22 A23

Q22 Q23

det A = a1 — 921 + as

Q12 Q13
a3z A33

Q32 Aa33

Allgemein kann die Determinante nach einer beliebigen Spalte oder Zeile wie
folgt entwickelt werden (Laplacescher Entwicklungssatz):

det A = Z(—l)”j - a;;det Ay; : Entw. nach Spalte | (30)
=1
det A= (1) - a;;det Ay; : Entw. nach Zeile i (31)
j=1

Es werden also die jeweiligen Koeffizienten der Zeile oder Spalte, nach der
die Determinante entwickelt wird mit wechsindem Vorzeichen mit Unterdeter-
minanten det A;; multipliziert und die Ergebnisse summiert. Man erhalt die
Unterdeterminanten det A;; durch Streichen aus der originalen Determinante
durch Streichen der Zeile ¢ und der Spalte ;.

Die Zeile oder Spalte, nach der entwickelt wird, kann frei gewéahlt werden. Man
benutzt sinnvollerweise Zeilen oder Spalten, die die Null als Element enthal-
ten, da sie den Rechenaufwand verringern. Man erkennt hier auch sofort,
dass Determinanten, in denen Zeilen oder Spalten nur aus dem Element 0
bestehen, immer 0 sind.

Beispiel:
Berechnung einer dreireihigen Matrix durch Entwicklung nach einer
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4.5 Die Cramersche Regel

Spalte

w O N
+
N[ =
~

4.5 Die Cramersche Regel

Die Cramersche Rege ist eine mathematische Formel zur Lésung eines li-
nearen Gleichungssystems mithilfe von Matrizen. Sie ist oft bei theoretischen
Betrachtungen linearer Gleichungssysteme hilfreich.

Satz: Cramersche Regel
Wir gehen wieder von einem linearen Gleichungssystem

A-xz=b

aus, das genausoviele Gleichungen wie Unbekannte enthalt (A ist quadra-
tisch). Das Gleichungssystem ist genau dann eindeutig I6sbar, wenn gilt:

det(A) # 0.
In diesem Fall ist die Lésung eindeutig bestimmt durch
det(A4;) .. :
T = deet<(A)) far alle 3. (32)

Die Matrix A; erhdlt man aus der Koeffizientenmatrix A, indem die i-te Spalte
der Matrix durch den Vektor b auf der rechten Seite des Gleichungssystems
ersetzt wird.

3penannt nach Gabriel Cramer (1704 - 1752), Genfer Mathematiker
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4.5 Die Cramersche Regel

Beispiel: Cramersche Regel.
Als Beispiel betrachten wir ein lineares Gleichungssystem 2.0rdnung:

LTl +2!132 =3
4.7}1 +5$2 =6

Die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems ist dann

-3 202)

Die Determinante der Matrix

1 2
det(A) = ’4 5‘ =-3
ist ungleich 0, das Gleichungssystem ist also eindeutig l6sbar. Die L6-
sung finden wir mit der Cramerschen Regel:

3 2
det(A,) |6 5] 3
r = = = — = -1
det(A) 12 =3
4 5
1 3
d 4 6 —
£y = et(Ag) _ _ _6 —9
det(A) 1 2 =3
4 5
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