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1 Einleitung

1.1 Was ist Statistik?

Diese einfach klingende kurze Frage ist alles andere als einfach zu beant-
worten. Wahrend die meisten Wissenschaften zumindest formal eine klare
Definition besitzen und sich deshalb eindeutig von anderen Wissenschaften
abgrenzen kénnen, gelingt dies bei der Statistik nicht so einfach. Ein An-
haltspunkt dafiir sind schon die vielen sehr unterschiedlichen Definitionen von
‘Statistik’, die in der Literatur zu finden sind.

In der deutschen Sprache hat das Wort ’Statistik’ unterschiedliche Bedeutun-
gen:

Statistik im Sinne einer Sammlung von Daten (Synonym fiir Tabelle)

Statistik im Sinne einer Kennzahl (aus dem englischen statistic)

Statistik als Aktivitat der Datensammlung oder -erhebung

Statistik als wissentschaftliche Disziplin, die Lehre von Methoden zum
Umgang mit quantitativen Informationen (Daten)

Wir werden hier die Definition des Duden (Das groBe Worterbuch der deut-
schen Sprache) benutzen:

Statistik , die, -, -n: 1. Wissenschaft von der zahlenmé&Bigen Erfassung, Un-
tersuchung u. Auswertung von Massenerscheinungen. 2. schriftlich
fixierte Zusammenstellung, Aufstellung der Ergebnisse von Massenun-
tersuchungen, meist in Form von Tabellen od. grafischen Darstellungen.

Die Bedeutung der Statistik liegt in ihrer Fahigkeit, komplexe Datenmengen
durch Reduktion verstandlich darzustellen und verallgemeinerte Schllisse von
Daten auf zuklnftige Daten oder verallgemeinerte Populationen zu liefern (ein
Beispiel sind Umfragen in der Politik). Das Hauptproblem sind dabei be-
schrankte Datenmengen (Stichproben). Diese Beschrankung der Datenmen-
ge ist meist aus praktischen Grinden notwendig (bei einer Umfrage Uber ein-
zu erwartendes Wahlergebnis ist es beispielsweise schlicht nicht mdglich, alle
Wabhler in Deutschland zu befragen).



1.2 Historisches

Grundkenntnisse der Statistik erméglichen es ...

kleine statistische Anwendungsprobleme mit den eigenen Daten selbst zu 16-
sen;

bei gréBeren Problemen sinnvoll mit einem beratenden Statistiker zusammen
zu arbeiten;

die Statistik in Veroéffentlichungen (wenigstens in den Grundzligen) zu verste-
hen;

die vielen missbrauchlichen Anwendungen und Fehler leichter zu durchschau-
en und selbststandig zu beurteilen.

1.2 Historisches

Die Statistik hat zwei vollkommen unterschiedliche Wurzeln. Eine wichtige
Grundlage wurde bereits im 17.Jahrhundert mit der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung gelegt, als sich bedeutende Mathematiker wie Pascal oder Laplace und
Glucksspieler wie Girolamo Cardano fir die Mechanismen bzw. den Deter-
minismus von Glicksspielen zu interessieren begannen. Determinismus be-
deutet hier die Mdglichkeit, auch tber zuféllige Ereignisse sichere Aussagen
machen zu kénnen, wenn man diese Ereignisse nur oft genug wiederholt. Die-
se Moglichkeit war zuvor einfach nicht denkbar. Erst als die Vereinbarkeit von
Determinismus und Wahrscheinlichkeiten erkannt wurde, konnte die Wahr-
scheinlichkeitstheorie wissenschaftlich behandelt und entwickelt werden.

Der zweite wichtige Ausgangspunkt lag in der 'Zustandsbeschreibung des
Staates’ (lat. Status: Zustand). Bereits im 16. Jahrhundert wurden in vie-
len Pfarrgemeinden Geburten und Sterbefalle aufgezeichnet. Die Erhebung
dieser Daten war auch fir die Regierungen vieler Staaten von Interesse, wur-
de aber in verschiedenen Regionen mit sehr unterschiedlicher Konsequenz
und Genauigkeit vorangetrieben. Ab dem 19. Jahrhundert wurde die Wis-
senschaft Statistik mit der Griindung von statistischen Gesellschaften (v.a. in
England) erstmals institutionalisiert. Gleichzeitig war man sich einig, eine ganz
bestimmte Richtung vertreten zu wollen. Die Statistik sollte zu damaligen Zeit-
punkt moglichst objektiv neutrales Wissen ansammeln und Aufzeichnungen
zur Verfugung stellen, keinesfalls aber tber Ursachen und Wirkungen nach-
denken. Die Herausforderung bestand damals in der Verwaltung, Handha-
bung und v.a. Beschreibung groBBer Datenmengen. Selbstverstandlich wur-
den aber auch bereits zu dieser Zeit statistische Erkenntnisse als Grundlage
fiir wichtige Entscheidungen, etwa in der Okonomie oder der Gesetzgebung
verwendet.
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1.3 haufige Probleme der Statistik

Gibt es schlechte Statistik? Ja, leider nur allzuviel davon! Die Statistik erlaubt
es, groBe Mengen an erhobenen Daten einfach und verstandlich - oft in einer
einzigen Kennzahl ausgedriickt - darzustellen. Das genaue Vorgehen bei der
Erhebung von Daten, aber auch bei deren Weiterverarbeitung mittels statis-
tischer Modelle, bleibt dabei oft im Dunklen. Teils aus Unkenntnis, teils aber
auch beabsichtigt (mit Zahlen, die man durch Anfertigen einer eigenen Statis-
tik in die gewlnschte Richtung verandern kann, lasst sich vortrefflich Werbung
oder Politik machen) werden standig sachlich falsche oder zumindest schlech-
te, wenig aussagekraftige Statistiken in Umlauf gebracht. Einige Beispiele fur
schlechte Statistik:

Relevanz der Stichprobe: Jahr fir Jahr besagt die Statistik dass Auslander,
gemessen an ihrem Anteil an der Bevoélkerung, einen Uberproportional
hohen Prozentsatz der verurteilten Straftater stellen.

Die Zahl stimmt - die Interpretation der Zahl durch (hauptséachlich) die
Boulevardpresse ist jedoch meist falsch. Denn mitgerechnet werden bei
den Auslandern auch Touristen, Durchreisende, illegal Eingewanderte,
Nato-Soldaten und Personen, die nur eingereist sind, um Straftaten zu
begehen. Ein weiterer sehr heikler Faktor der Berechnung: es werden
auch Straftaten gez&hlt, die Uberhaupt nur von Ausléandern begangen
werden kénnen: VerstdBe gegen das Auslédndergesetz und Asylverfah-
rensgesetz.

Ein weiteres Beispiel ist die Statistik zur Arbeitslosenzahl. Die von der
Arbeitsagentur veroffentlichten Zahlen decken sich nie mit denen des
statistischen Bundesamtes.

Kausalitat und Koinzidenz: Oft wird (beispielsweise in der Werbung) vom
gleichzeitigen auftretenzweier Tatbestande (Koinzidenz) auf eine Kau-
salitat zwischen beiden (ursachlicher Zusammenhang oder Beeinflus-
sung) geschlossen. Ein etwas konstruiertes Beispiel dafr ist die Ge-
schichte der Klapperstérche und der Geburtenrate. Nehmen wir mal
an, in Schweden sei die Geburtenrate besonders hoch, ebenso die Zahl
der Stérche. In einem Vergleichsort wie Berlin ist die Geburtenrate sehr
niedrig, und es gibt wenig Stérche. Daraus kdnnte man schlie3en, dass
die Stérche die Kinder bringen, und Tats&chlich gibt es hier und da eine
gleichzeitige Zunahme von Storchen- und Kinderzahl - aber beide Tat-
bestande hangen nicht ursachlich miteinander zusammen, sondern sind
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jeder far sich die Folge einer dritten GréBe: In Schweden ist es beson-
ders landlich, Stérche haben auf dem Land gréBere Uberlebenschan-
cen, und Menschen kommen hier ebenfalls auf eine hdhere Geburten-
rate als in GroBstadten.

Manner mit wenig Kopfhaar verdienen mehr Geld. Natirlich tun sie das
- Manner mit Haarschwund sind tendenziell alter und verdienen deshalb
meist mehr.

Es sterben mehr Menschen in Krankenh&usern als zu Hause. Natur-
lich ist das so - in Krankenh&usern befinden sich viele Erkrankte, deren
Sterberisiko hdher ist.

Umfragen und ihre Teilnehmer: Kritisch sollte man auch Statistiken begeg-
nen, die auf Umfragen beruhen. Wer im Yachthafen fragt: 'Wie viel ver-
dienen Sie im Monat?’, darf die Antworten nicht als repréasentativ fur die
ganze Bevdlkerung ansehen, weil Gberdurchschnittlich viele Gutverdie-
nende sich die Zeit am Wochenende beim segeln vertreiben.

Die amerikanische Militarregierung lieB nach dem Krieg in Deutschland
den Ernahrungszustand der Deutschen ermitteln und stellte daftir Waa-
gen an Bahnhofen und 6ffentlichen Platzen auf. Ausschlief3lich gesunde
Menschen gerieten in die Stichprobe, hungernde Bettlagerige nicht.
Auch die Fragetechnik kann eine Statistik deutlich verandern. Fragte
man Firmenchefs, ob sie etwas dagegen hatten, wenn ihre Angestellten
beim Arbeiten essen, wirden sie wohl mit Ja antworten. Fragte man
dieselben Firmenchefs, ob sie etwas dagegen hatten, wenn ihre An-
gestellten beim Essen arbeiten, wirden sie (vermutlich) eher mit Nein
antworten. Eine Umfrage Uber 'Abtreibung’ féllt anders aus als eine zum
Thema ’Schutz des ungeborenen Lebens’.

Es gibt Umfragen, bei denen man von vornherein nicht mit einer ehrli-
chen Antwort rechnen kann: Schlagen Sie Ihre Kinder?’

Unklare Begriffe: Unsinnig wird eine Statistik, wenn sie mit schwammigen
Begriffen hantiert, wie etwa: ’Ist Fliegen sicher?’ - der Begriff 'sicher’
kann nicht eindeutig definiert werden. Man liest haufig, dass Fliegen
statistisch gesehen sicherer als Autofahren ist: auf eine Milliarde Passa-
gierkilometer kommen im Flugverkehr 0,3 Tote, beim Autofahren sind es
vier. Legt man der Statistik aber nicht die zurlickgelegten Kilometer zu
Grunde, sondern die Anzahl der Reisen, sieht das Bild ganz anders aus:
Auf eine Milliarde Flige kommen 55 Tote, auf eine Milliarde Autofahrten
45. Eine Fluglinie wirde aus vorhandenen Daten andere Schllsse zie-
hen als ein Autoverleih!



Bei der Erstellung, aber auch beim Lesen von Statistiken ist es also durchaus
angebracht, einige wichtige Fragen kritisch zu beleuchten. Ist die Stichprobe
S0 angelegt, dass ein reprasentativer Wert zu erwarten ist? Ist sie ausrei-
chend gro3? Wie héngen die betrachteten GréB3en miteinander zusammen?
Wie wurden die Daten in einer Umfrage erhoben? Mit etwas gesundem Men-
schenverstand kénnen Fehler bei der Interpretation oder Durchfiihrung meist
relativ leicht vermieden werden.

2 Element Zufall

Nicht nur in den Naturwissenschaften ist es wichtig, die studierten Phanome-
ne moglichst genau beschreiben zu konnen. Wir alle wissten manchmal ganz
gern Uber Dinge, die uns oder unsere Umgebung beeinflussen genau genug
Bescheid, um Voraussagen Uber das zuklinftige Geschehen machen zu kén-
nen. Die Natur setzt dieser Bestrebung allerdings durch das Element Zufall
recht enge Grenzen.

Von manchen Ereignissen sagen wir, dass sie zufallig geschehen. Damit
drlicken wir aus, dass wir diese Ereignisse nicht mit Sicherheit vorhersehen
kénnen. Der Grund fir die Unvorhersehbarkeit eines solches Experiments
kann eine grundsatzliche Unbestimmtheit sein, Beispiele hierfur sind die Frei-
heit menschlicher Erkenntnisse oder das physikalische Verhalten sehr kleiner
Teilchen. Genauso kann aber aber auch schlichte Unkenntnis bzw. die Un-
moglichkeit, die relevanten Einflisse wahrend des Ereignisses zu erfassen,
dazu fuhren, dass ein Ereignis nicht vorhersehbar ist. Beispiele sind hier der
Warfel oder auch das Wetter an einem bestimmten Ort - bei beiden sind die
von auBen einwirkenden Einflisse bekannt und die Auswirkungen berechen-
bar, es ist aber nicht mdglich, sie genau genug zu erfassen. Fir die hier
verwendete mathematische Wahrscheinlichkeitsrechnung spielt dieser Unter-
schied keine Rolle.

Wenn sich die Mathematik mit dem Zufall beschéaftigt, so bendtigt sie Modelle
von Situationen, deren Ausgang unsicher ist, und die sich mit mathematischen
Mitteln beschreiben lassen. Derartige Modelle nennen wir (ideale) Zufalls-
experimente (oder Zufallsversuche). Die anschaulichsten Zufallsexperimente
stammen aus einem Bereich, der einerseits sehr strenge und wohldefinierte
Regeln besitzt, bei dem aber andererseits die Unsicherheit ausdruicklich ge-
winscht ist: dem Glicksspiel, das auch der Ausgangspunkt fur die Entwick-
lung der mathematische Behandlung von Wahrscheinlichkeiten war.



2.1 Ereignisse

Beispiel: eines Zufallsexperiments: Werfen eines (idealen) Wurfels.

ldeal bedeutet, dass der Wirfel jeder Augenzahl exakt die gleiche
Chance gibt - an diese Voraussetzung kann man sich in der Realitat
zwar recht gut anndhern, sie ist letzten Endes aber nicht erreichbar.
Die méglichen Versuchsausgéange sind hier natirlich die erreichbaren
Augenzahlen (1,2,3,4,5,6).

Beispiel: es werden zwei unterscheidbare (ideale) Wirfel geworfen.

Dabei sollen die beiden Wairfel unabhangig voneinander fal-
len, d.h. das Verhalten des einen soll das Verhalten des an-
deren nicht beeinflussen. Notiert man das Ergebnis in Klam-
mern in der Reihenfolge (Erg. Wdrfel 1, Erg.  Warfel 2), so
sind die Ergebnisse die 36 mdglichen Paare von Augenzahlen:
(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),...(6,4), (6,5),
(6,6)

Wie diese Beispiele zeigen, ist ein Zufallsexperiment immer eine gedankliche
Konstruktion. Es muss, wie alle mathematischen Konstruktionen, wohldefi-
niert sein. Und genau wie in anderen Gebieten der Mathematik kénnen ge-
dankliche Konstruktionen meist nur naherungsweise auf die Wirklichkeit ange-
wandt werden (z.B. auf einen realistischen Wurfel). Jedes (ideale) Zufallsex-
periment besitzt eine festgelegte Menge mdglicher Versuchsausgéange. Jeder
Versuchsausgang wird auch Elementarereignis genannt. Die Menge aller
Elementarereignisse nennen wir den Ereignisraum. Fir die obigen Beispiele
sind die Ereignisraume die Mengen der moglichen Versuchsausgange. Fur
den einzelnen Wiirfel ist also der Ereignisraum die Menge der Augenzahlen
{1,2,3,4,5,6}

2.1 Ereignisse

Der Begriff Ereignis beschreibt eine Zusammenfassung von Versuchsausgan-
gen (also Elementarereignissen). Préaziser ausgedriickt ist ein Ereignis eine
Teilmenge des Ereignisraumes. Jedes einzelne Elementarereignis ist auch ein
Ereignis, aber es gibt im Allgemeinen mehr davon. Fir den einzelnen Wiirfel
ist beispielsweise 'die Augenzahl ist zwei’ ein Ereignis (2 ist eine Teilmenge
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des Ereignisraumes), 'die Augenzahl ist gerade’ ebenfalls (dies entspricht der
Teilmenge {2, 4,6} des Ereignisraumes). Wie diese Beispiele zeigen, kénnen
Ereignisse oft verbal als 'Aussagen’ formuliert werden, die eine Beschreibung
ihrer Elemente darstellen. Wichtig ist dabei, dass jede solche Aussage eine
Teilmenge des Ereignisraumes eindeutig festlegt (es kann manchmal schwie-
rig sein, alle ihre Elemente aufzulisten).

Wird ein Zufallsexperiment ausgeflhrt, so sagen wir, dass ein Ereignis A ein-
tritt, wenn der Ausgang des Versuchs in der Menge A enthalten ist. Wurde
im Beispiel etwa ’Augenzahl 4’ gewdlrfelt (das ist der Versuchsausgang), so
ist damit das Ereignis 'Die Augenzahl ist gerade’ eingetreten. Die Ereignisse
'Die Augenzahl ist 2" und 'Die Augenzahl ist ungerade’ sind nicht eingetreten.
Wichtig: Versuchsausgang und Ereignis sind im Allgemeinen unterschiedlich
- mit einem Versuchsausgang treten meist viele unterschiedliche Ereignisse
ein!

2.2 der Begriff der Wahrscheinlichkeit

Bei zufallsbehafteten Ereignissen oder Experimenten kann die Mathematik
keine Aussagen Uber das Eintreffen oder Ausbleiben eines bestimmten Aus-
gangs treffen. Dennoch kann auch das Element des Zufalls unter gewissen
Bedingungen mathematisch erfal3t werden. Es ist namlich méglich, ein Maf3
flr die Sicherheit (oder Unsicherheit) anzugeben, die mit einer Aussage ver-
bunden ist. Ein solches Maf3 ist die Wahrscheinlichkeit.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ordnet jedem Ereignis eines Zufallsexperi-
ments eine Wahrscheinlichkeit fur sein Eintreten zu. Nennen wir ein Ereignis
A, so wird die ihm zugeschriebene Wahrscheinlichkeit mit p(A) oder p4 be-
zeichnet. (Der Buchstabe p stammt vom englischen probability). Andere Be-
zeichnungen, die Sie in der Literatur finden, sind P(A), P4 und Prob(A). Die
Wahrscheinlichkeit flir das Eintreten eines Ereignisses A ist immer eine reelle
Zahl, fur die

0<p(A) <1 (1)

gilt. Die beiden Extremfélle geben absolute Sicherheit an

e Ist p(A) = 1, so tritt A mit Sicherheit ein

e Ist p(A) = 0, so tritt A mit Sicherheit nicht ein
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Die Werte dazwischen driicken Grade an Sicherheit aus. Je gré3er die Wahr-
scheinlichkeit p(A), umso eher ist anzunehmen, dass das Ereignis A eintritt.
Was aber bedeutet das genau? Wie sind die Grade an Sicherheit, die durch
Wahrscheinlichkeiten ausgedriickt werden, definiert?

2.2.1 Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit

Bevor wir zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten kommen, missen wir wis-
sen, was sie bedeuten. Gehen wir von einem der einfachsten Zufallsexperi-
mente aus: dem Wirfel (Beispiel [2). Das MaB3 fir die Sicherheit, die hochste
Augenzahl 6 zu wurfeln, kénnte so formuliert werden: 'Ungefahr bei jedem
sechsten Warfel-Versuch wird die Augenzahl 6 auftreten’ oder auch 'Unter 6
Warfel-Versuchen wird ungefahr 1 mal die Augenzahl 6 auftreten’. Bei lediglich
6 Versuchen besteht keine Sicherheit, dass die gewlinschte Augenzahl genau
einmal eintritt, also wirfeln wir 6fter: 'Unter 6000 Wrfel-Versuchen wird un-
geféahr 1000 mal die Augenzahl 6 auftreten’. Das klingt schon plausibler. Geht
man noch einen Schritt weiter, so erhalt man

‘Unter einer sehr groBen Zahl n von Wirfel-Versuchen wird ungefahr n/6 mal
die Augenzahl 6 auftreten’

Allgemein lasst sich formulieren: Wenn ein Zufallsexperiment in identischer
Weise n mal durchgefiihrt wird und dabei genau m mal das Ereignis A eintritt,
so heif3t der Quotient

h(A) = = ()

die relative Haufigkeit, mit der das Ereignis A eingetreten ist. Die relati-
ve Haufigkeit wird nicht bei jeder Reihe von n Durchfiihrungen des Versuchs
gleich sein. Wenn aber n sehr grof3 ist, so wird sich jedes Mal ungefahr die
gleiche relative Haufigkeit ergeben. Lasst man nun n gedanklich in einem
Grenzprozess Uber jede Schranke wachsen, so nimmt die relative Haufigkeit
einen festen, nur vom Zufallsexperiment und dem betrachteten Ereignis A ab-
hangigen Wert annehmen. Diesen Wert nennen wir die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses.

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist die vorausgesagte rela-
tive Haufigkeit seines Eintretens fir eine gegen unendlich strebende (3)
Anzahl n von Durchflhrungen des betreffenden Zufallsexperiments
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Bemerkung: da man n in der Wirklichkeit nicht unendlich gro3 machen kann,
handelt es sich hier, wie beim Begriff des Zufallsexperiments (siehe oben), um
eine mathematische Idealisierung.

Diese Definition erfillt die beiden oben besprochenen Eigenschaften der
Wahrscheinlichkeit:

e die relative Haufigkeit jedes Ereignisses A erflllt stets 0 < h(A) < 1,
und daher qilt dies auch fir jede Wahrscheinlichkeit. (Beweis: Tritt das
Ereignis bei n-maliger Durchfihrung des Zufallsexperiments m mal ein,
so gilt 0 < m < n, woraus die Behauptung folgt).

e Tritt ein Ereignis A mit Sicherheit ein, so tritt es bei n-maliger Durch-
fihrung des Zufallsexperiments immer, d.h. n mal ein. Seine relative
Haufigkeit ist gleich n/n = 1, und daher ist p(A) = 1.

e Tritt ein Ereignis A mit Sicherheit nicht ein, so tritt es bei n-maliger
Durchfihrung des Zufallsexperiments nie, d.h. 0 mal ein. Seine rela-
tive Haufigkeit ist gleich 0/n = 0, und daher ist p(A) = 0.

2.3 Laplace-Experimente

Die einfachsten Zufallsexperimente sind dadurch gekennzeichnet, dass je-
der Versuchsausgang gleich wahrscheinlich ist. Wir nennen sie Laplace-
Experimente. Ein typisches Beispiel ist der (ideale) Wurfel. Selbst wenn wir
die Wahrscheinlichkeiten far das Eintreten der einzelnen Augenzahlen nicht
kennen, sorgt seine perfekte (ideale) Form dafiir, dass sie alle gleich grof3
sind. Diese Information reicht bereits aus, um sie konkret zu berechnen: Wird
n mal gewdrfelt, so sagen wir flr groBe n und wegen der Gleichberechtigung
der Augenzahlen voraus, dass jede gegebene Augenzahl n/6 mal eintreten
wird. Die entsprechende Wahrscheinlichkeit ist mit (3) dann (n/6)/n = 1/6.

Ereignisse kdnnen aber auch komplexer sein: sie sind Zusammenfassungen
von Versuchsausgéangen. So ist fir den (idealen) Wirfel auch 'Die Augenzahl
ist gerade’ ein Ereignis. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit flr sein Eintre-
ten? Dazu Uberlegen wir: Unter den 6 méglichen Augenzahlen (die mdglichen
Falle) sind 3 geradzahlig (namlich 2, 4 und 6). Jeder einzelne dieser glnstige
Falle (und auch jeder einzelne ungulnstige Fall) tritt bei n-maligem Wirfeln fir
groBBes n gleich oft ein, namlich n /6 mal, d.h. sein relativer Anteil ist 1/6. Jetzt
muss lediglich gez&hlt werden: der relative Anteil der giinstigen Falle (gerade
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Augenzahl) ist dreimal so grof3 wie der relative Anteil jeder einzelnen Augen-
zahl, also 3/6 = 1/2. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Augenzahl
zu wdrfeln, genau 1/2.

Hinter diesem Argument steckt eine Regel, die fir beliebige Laplace-
Experimente anwendbar ist und die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten auf
das Abzahlen von Féllen reduziert. Die Anzahl aller mdglichen Versuchsaus-
gange eines Laplace-Experiments (d.h. die Zahl der Elemente seines Ereig-
nisraums) wird als "Zahl der méglichen Félle’ bezeichnet. Alle diese Falle sind
fir ein Laplace-Experiment gleich wahrscheinlich. Sei nun A ein betrachtetes
Ereignis. Es besteht aus einer Anzahl bestimmter Versuchsausgange ('Zahl
der gunstigen Falle’), der Zahl der Elemente, die das Ereignis A - als Teil-
menge des Ereignisraums - besitzt, oder, wiederum anders ausgedriickt, die
Zahl der méglichen Versuchsausgange, aus deren Eintreten das Eintreten von
A folgt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten des Ereignisses A
durch den Quotienten

Zahl der gunstigen Falle
Zahl der mdglichen Falle

p(A) = (4)

gegeben

Beispiel:

Um beim Werfen zweier Wurfel die Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nisses 'die Summe der Augenzahlen ist gerade’ zu berechnen, benétigt
man

e die Zahl der méglichen Félle. Sie betragt 36 (s. Beispiel oben).

e die Zahl der Félle, in denen die Summe der Augenzahlen gerade
ist. Jeder Wiirfel hat 3 gerade und 3 ungerade Augenzahlen, also
gibt es insgesamt 9 Versuchsausgange der Form (gerade, gera-
de) und 9 Versuchsausgange der Form (ungerade, ungerade) und
damit 18 Ergebnisse mit gerader Summe.

Damit wird die Berechnung mit (4) ganz einfach:

p(Die Summe der Augenzahlen ist gerade) = 18/36 = 1/2.
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2.3 Laplace-Experimente

Die schéne Mdéglichkeit, Wahrscheinlichkeiten durch Abz&hlen der glnstigen
Falle zu bestimmen, besteht nur flir Laplace-Experimente. Nich jedes Zufalls-
experiment ist von diesem Typ. Beispielsweise ist das Experiment einer Urne
mit 10 roten, 15 blauen und 5 griinen Kugeln, aus denen eine Kugel zufallig
gezogen wird, ohne zwischen einzelnen Kugeln einer Farbe zu unterschei-
den, nicht vom Laplace-Typ. Es kann aber (wie die meisten Experimente der
Wahrscheinlichkeitsrechnung) einfach auf ein Laplace-Experiment zuriickge-
fihrt werden, indem die Kugeln heimlich durchnummeriert werden. Damit wird
jede einzelne Nummer mit der gleichen Wahrscheinlichkeit gezogen. Durch
diesen einfachen Trick wird die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten sehr
einfach:

e p(es wird eine rote Kugel gezogen) = 10/30 = 1/3

e p(es wird eine blaue Kugel gezogen) = 15/30 = 1/2

e p(es wird eine griine Kugel gezogen) = 5/30 = 1/6
Durch diese drei Zahlen (die den relativen Haufigkeiten der Kugeln in der
Urne entsprechen) lassen sich die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse des

Zufallsexperiments ausdriicken. Auf diese Weise kdnnen viele Aufgaben der
Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Laplace-Experimente zurickfuhren.
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3 Grundlagen der deskriptiven Statistik

3.1 Begriffe

Statistische Einheit, Merkmalstrager: Personen, Gegenstédnde aber auch
Ereignisse wie Geburten oder Todesfalle, die (Ublicherweise) in einer
Stichprobe untersucht werden.

Merkmale: die bei einer statistischen Einheit interessierenden Eigenschaf-
ten, z.B. die Haar- oder Augenfarbe bei Personen, werden Merkmale
genannt.

Merkmalsauspragungen: Alternativen, die von einer bei einer statistischen
Einheit interseeierenden Eigenschaft angenommen werden kdnnen.
Beispiele fir Merkmalsauspragungen sind ’blond’, ’rothaarig’ oder
'schwarz’ fir die Eigenschaft 'Haarfarbe’.

Grundgesamtheit / statistische Masse: ist die Menge aller relevanten sta-
tistischen Einheiten mit Gbereinstimmenden sachlichen, rdumlichen und
zeitlichen Identifikationskriterien.

Bestandsmasse: statistische Einheiten mit einer von Null verschiedenen Le-
bensdauer. Beispielsweise stellt die Masse der Einwohner der Stadt Ra-
vensburg eine Bestandsmasse dar, ebenso die Menge der Touristen, die
den Bodensee besuchen. Das wesentliche Kriterium fur eine Bestands-
masse ist: die Erfassung der Zahl der Einheiten, die zur Bestandsmasse
gehdren, erfolgt zu einem festgelegten Zeitounkt, nicht Gber einen lan-
geren Zeitraum hinweg.

Bewegungsmasse oder Ereighismasse: statistische Einheiten einer sol-
chen Bewegungsmasse treten nur punktuell auf, sie haben keine von
Null verschiedene Lebensdauer. Beispiele sind die Zahl der Geburten
innerhalb eines Jahres, aber auch die Zuzige zur Stadt Ravensburg.
Wesentliches Charakteristikum einer solchen statistischen Masse ist: da
die statistischen Einheiten keine Lebensdauer haben, erfolgt ihre Erfas-
sung Uber einen langeren Zeitpunkt hinweg, nicht zu einem bestimmten
Zeitpunkt.

3.2 Klassifizierung statistischer Merkmale

Nominale Merkmale: sind Merkmale, deren Merkmalsauspragungen keine
nattrliche Rangfolge aufweisen. Einzelne Merkmalsauspragungen kén-
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3.3 Darstellung statistischer Information

nen deshalb nur danach beurteilt werden, ob sie entweder gleich oder
aber verschieden sind. Beispiele fir nominale Merkmale:

e Familienstand mit den Auspragungen ledig, verheiratet, geschie-
den und verwitwet

e Geschlecht mit den Auspragungen mannlich und weiblich (Schne-
cken sind ausgenommen)

e Staatsangehdérigkeit, Bundesland

Ordinale Merkmale: die Merkmalsauspragungen eines solchen Merkmals
weisen eine natlrliche Rangfolge auf. Beispiele fur ordinale Merkma-
le sind:

e Klausurnoten mit den Auspragungen sehr gut, gut, befriedigend,
ausreichend, ...

e HotelgUteklassen

e die Qualitat von Statistikvorlesungen mit den Auspréagungen unter
aller Sau, miserabel und ertraglich

Kardinale bzw. metrische oder quantitative Merkmale: die Merkmals-
auspragungen lassen sich in reellen Zahlen erfassen und weisen damit
natirlich auch die Ordnungseigenschaften reeller Zahlen auf. Kardinale
Merkmale kénnen weiter in diskrete oder stetige Merkmale unterteilt
werden:

Diskrete Merkmale: hier ist die Zahl der Merkmalsauspragungen ent-
weder endlich oder abz&hlbar unendlich (die Merkmalsauspragun-
gen besitzen keine obere oder untere Grenze, kénnen aber mit na-
tirlichen Zahlen durchnummeriert werden). Beispiele sind Semes-
terzahlen, Einwohnerzahlen etc.

Stetige Merkmale: die Zahl der Merkmalsauspragungen ist Uberab-
zahlbar unendlich (Kérpergewicht, Kérpergrdf3e, Alter).

3.3 Darstellung statistischer Information

Zur Darstellung von Information verwendet die Statistik Ublicherweise Indivi-
dualwerte (Einzeldaten) oder aber klassierte Daten (in denen die Information
aus einer Stichprobe in Datenklassen, also Intervallen festgelegter Breite, er-
hoben oder angegeben wird). Fir die Beispiele im folgenden Abschnitt sollen
anonymisierte Daten der Teilnehmer dieses Statistik-Kurses benutzt werden.
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3.3 Darstellung statistischer Information

3.3.1 Altersverteilung

In der nachfolgenden Tabelle sind unter anderem das jeweilige Alter und das
Geschlecht (das ist in diesem Kurs relativ einfach) der einzelnen Teilnehmer
aufgefihrt.

Person 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Alter 21 22 29 20 29 21 27 219 20 25 22
GroBe 183 195 192 182 190 183 179 188 183 169 185

Gewicht 69 102 78 70 90 75 77 103 93 61 87
Geschlecht | m m m m m m m m m m m

Person 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Alter 22 22 22 21 29 19 20 219 19 22 39
GroBe 187 198 181 176 183 191 173 185 183 172 184

Gewicht 78 96 93 77 82 90 68 74 77 75 72
Geschlecht | m m m m m m m m m m m

Tabelle 1: erhobene Daten zum Kurs TIT09, Stand Januar 2011. Das Lebensal-
ter der Teilnehmer ist in Jahren angegeben, die KdérpergréfBe in cm
und das Gewicht in kg.

Die relevante Information des Merkmals Alter |asst sich kiirzer durch eine sog.
Urliste, einen Vektor der einzelnen Daten, darstellen:

(21,22,21,20,21, 21,27, 21, 20, 25, 22, 22, 22, 22, 21, 21, 19, 20, 21, 19, 22, 39)

Dabei wird nicht auf Information verzichtet, sofern die Reihenfolge der Perso-
nen der Reihenfolge der Daten in der Urliste entspricht. Ebensogut kénnte
jedoch ein Vektor von n = 22 Zahlen benutzt werden, der die Alterswerte
bereits in geordneter Form enthalt:

(19,19, 20, 20, 20, 21, 21, 21, 21, 21, 21, 21, 21, 22, 22, 22, 22, 22, 22, 25, 27, 39)

Daraus geht allerdings nicht mehr hervor, welche Person mit welchem Alter
verknUpft ist.

Dieselbe Information liefert eine Tabelle der absoluten Haufigkeiten h; bzw.
der relativen Haufigkeiten f; = h;/n fir den i-ten in der Stichprobe auftreten-
den Wert enthalt:
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3.3 Darstellung statistischer Information

Ater | 19 20 21 22 25 27 39 |Summe
h; 2 3 8 6 1 1 1 22
fi 2/22 3/22 8/22 6/22 1/22 1/22 1/22 1
fi(%)| 9 14 3 27 5 5 5 100

Tabelle 2: Tabelle der absoluten und relativen Haufigkeiten h; bzw. f;

3.3.2 Haufigkeitsverteilung

In einer Stichprobe vom Umfang n vorhandene Information eines kardinalen
Merkmals X kann, sofern der Umfang der Stichprobe nicht allzugrof3 ist, allge-
mein natdrlich auch in Form einer Urliste oder eines Vektors (z1, o, 3, ...x,)
der bereits geordneten Werte angegeben werden. Sehr oft werden dartber-
hinaus einzelne Merkmalswerte mehrfach in einer Stichprobe beobachtet, so
dass tatsachlich nur m < n der enthaltenen Merkmalswerte verschieden sind.
Diese kénnen wieder in einem neuen Vektor (z1, xs, x3, ...x,,) ZUSammenge-
faBt werden, der dann lediglich die verschiedenen auftretenden Merkmalswer-
te, ublicherweise in geordneter Reihenfolge, enthalt. Um die erhobene Infor-
mation sinnvoll wiederzugeben, muss zusétzlich ein Vektor der auftretenden
absoluten oder relativen Haufigkeiten (hq, ho, hs, ...hy,) bzw. (f1, fa, f3, - fm)
angegeben werden, der als (absolute bzw. relative) Haufigkeitsverteilung be-
zeichnet wird.

X ‘ T1 Ty T3 .. Ty ‘ Summe
fi=fX=x)| fi fo f3s « [fn 1

Haufig wird allerdings zur Veranschaulichung der in einer Stichprobe enthal-
tenen Information auf grafische lllustrationen zurlickgegriffen. Bei unklassier-
ten Daten kann dies Beispielsweise in Form von Stab-, Balken- oder Kreis-
diagrammen geschehen, bei klassierten Daten werden normalerweise Histo-
gramme verwendet.

Beispiel: Stab- und Balkendiagramm der Altersverteilung im Kurs.

Die absoluten Haufigkeiten, mit denen die unterschiedlichen Lebensal-
ter im Kurs auftreten, sehen in einem Stabdiagramm folgendermafen
aus:

Als Balkendiagramm ergibt sich folgendes Bild:
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3.3 Darstellung statistischer Information

Altersverteilung
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Abbildung 1: Altersverteilung im Stabdiagramm: absolute Haufigkeiten
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Abbildung 2: Altersverteilung im Balkendiagramm: relative Haufigkeiten,
angegeben in %.

3.3.3 Klassierte Daten: Verteilung der KorpergroBe

Fir diskrete Merkmale sind erhobene Daten nur an den Stellen z = x; em-
pirisch gehaltvoll. Liegt jedoch eine stetiges Merkmal vor, so ist fur = jeder
einzelne Wert moglich. In diesem Fall ist es sinnvoll, schon bei der Erhebung
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3.3 Darstellung statistischer Information

der Daten benachbarte Beobachtungswerte vordefinierten Intervallen zuzu-
ordnen, den sog. Klassen. Zahl und Gré3e dieser Klassen wird vom Untersu-
chungsziel und den Mdglichkeiten der Datenerhebung bestimmt. Die folgende
Verteilung gibt Auskunft Gber die Verteilung der Kérpergré3e der n = 21 er-
fassten Teilnehmer des Kurses. Die Individuellen Werte des Merkmals GréBe
werden in k = 6 GroBenklassen| eingeteilt.

GroBenklasse | abs. Haufigkeit h; rel. Haufigkeit f; | Breite Az; | Dichte f;
1150; 170] 1 0,045 20 0,0023
1170; 175] 2 0,091 5 0,0182
1175; 180] 2 0,091 5 0,0182
1180; 185] 8 0, 36 5 0,072
1185; 190] 5 0,23 5 0,046
1190; 220] 4 0,18 30 0.06

Tabelle 3: Klassierte Daten der Kérpergrée.

Im Gegensatz zur vorherigen Tabelle der Verteilung des Lebensalters ist hier
bereits Information in Form einzelner Kérpergré3en vernichtet worden. Wah-
rend bei einem geringen Stichprobenumfang (22) diese Reduktion der Daten
nicht nétig gewesen ware, ist sie bei bei gréBer angelegten Stichproben un-
umganglich: man stelle sich alleine die Verteilung der Einkommen deutscher
Haushalte ohne die Reduktion durch klassierte Angaben vor!

Zur grafischen Darstellung klassierter Daten werden sinnvollerweise Histo-
gramme herangezogen. Histogramme sind eine Form der Auftragung, die an
ein Balkendiagramm erinnert, sie zeichnen sich aber dadurch aus, dass die
wiedergegebene Information (die relative Haufigkeit f; eines Merkmalswerts)
in der Flache des Balkens enthalten ist.

Beispiel: Histogramm der Verteilung der Kérpergrée im Kurs.

Liegen Stichprobeninformationen in Form klassierter Daten vor, so
sollten zur lllustration Histogramme verwendet werden. Die Fldchen
der aufgetragenen Rechtecke oder Balken entsprechen dabei per
Konstruktion den relativen Haufigkeiten der darzustellenden Klasse. Um

"]a; b]: die Klasse erstreckt sich von a bis b, wobei a nicht enthalten ist.
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3.3 Darstellung statistischer Information

dies zu erreichen, wird auf der Abszisse (x-Achse) die Klassenbreite
Ax; aufgetragen, auf der Ordinate (der y-Achse) die Dichte

Damit ergibt sich fur die Flache des i-ten Rechtecks (das die relative
Haufigkeit der Klasse ¢ symbolisiert) das Produkt der Breite und der H6-
he

fi

Flache = Breite x Hohe = Ax; - f = A:ciA— =f; (5)
€

Falls die Klassenbreiten eines klassierten Datensatzes alle gleich breit
sind, kann auf die Angabe von Dichten verzichtet werden - dies ist al-
lerdings in den allermeisten Fallen nicht so. Insbesondere die Breiten
der untersten und der obersten Klasse oft sehr verschieden von den (ib-
rigen Breiten. Die Verteilung der KorpergroBe im Kurs zusammen mit
den nach Formel (5) berechneten Dichten ist in der Tabelle in[3.3.3] auf-

gefuhrt und hier im Histogramm dargestellt.
TITO9: GréRenverteilung

Dichte h,"

150 160 170 180 190 200 210 220
KérpergréRe (cm)

Abbildung 3: GréBenverteilung im Histogramm: die relativen Haufigkeiten
ergeben sich durch Multiplikation der aufgetragenen Dichte
mit der Klassenbreite A;
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3.4 Kumulierte Haufigkeitsverteilungen

3.4 Kumulierte Haufigkeitsverteilungen

Wir gehen von einer Stichprobe des Umfangs n aus, die m < n unterschiedli-
che, geordnete Auspragungen eines ordinalen Merkmals X enthalt. Die relati-
ven Haufigkeiten, mit denen die einzelnen Merkmalsauspragungen auftreten,
sind durch (fi, fo,...F},,) gegeben. Unter der kumulierten absoluten bzw.
relativen Haufigkeit H; bzw. F; versteht man die Summe der absoluten oder
relativen Haufigkeiten fir alle Merkmalsauspragungen bis zum Niveau <.

In einer Stichprobe des Umfangs n eines kardinalen Merkmals X mit m < n
verschiedenen, geordneten Merkmalswerten (x1,zs, ...x,,) treten diese mit
den relativen Haufigkeiten (f1, fa,...fn) auf. Die kumulierte absolute (rela-
tive) Haufigkeit H; (F;) ist die Summe dieser Haufigkeiten fir all diejenigen
Merkmalswerte, die kleiner oder gleich dem jeweiligen Wert x; sind.

Hi= Y hjbzw. F,= > f (6)

T;<x4 z;<z;

Die dadurch gebildeten Vektoren (H, Hs,...H,) bzw (F, F5,...F},,) geben
die kumulierte absolute bzw. relative Haufigkeitsverteilung fir den Vektor
(21, 3, ...x,) der einzelnen Merkmalswerte an.

Beispiel: kumulierte Haufigkeiten flir die Altersverteilung.

Die kumulierten absoluten und relativen Haufigkeiten der Lebensalter
der Kursteilnehmer lauten

Alter | ht H_i f_i F i
19 2 2 2/22 2/22
20 3 5 3/22 5/22
21 8 13 8/22 13/22
22 6 19  6/22 19/22
25 1 20 1/22 20/22
25 1 21 122 21/22
39 1 22 1/22 22/22

Summe | 22 22/22

Tabelle 4: Kumulierte Haufigkeiten der Altersverteilung.
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3.4 Kumulierte Haufigkeitsverteilungen

Liegt die Stichprobeninformation fir ein kardinales Merkmal X in Form von
klassierten Daten vor mit k& Klassen vor, werden die kumulierten relativen Hau-
figkeiten F; gebildet aus der Summe der relativen Haufigkeiten fur die Klassen
1 bis 7. Die kumulierte relative Haufigkeit £; wird der oberen Grenze x¢ der
i-ten Klasse zugeordnet. Bei k& Klassen muss die Summe der relativen Hau-
figkeiten fUr die Klassen 1 bis k ergo Eins ergeben: Fj, = 1.

Die Punkte (x¢, F1); (23, F : 2);...; (2%, F}) stellen die Eckpunkte des soge-
nannten Verteilungspolygons dar. Zur Skizzierung des Verteilungspolygons
werden diese Eckpunkte jeweils durch eine Gerade verbunden, wobei der zu-
satzliche Punkt (x},0) mit der unteren Grenze z} der 1. Klasse den Start-
punkt bildet. Das Verteilungspolygon wird vervollstandigt durch eine Parallele
zur Abszisse (z-Achse) in Hohe von 1, die beim letzten Eckpunkt (29, Fj, = 1)
beginnt.

Beispiel: Verteilungspolygon bei klassierten kardinalen Daten.

Die folgende Tabelle stellt die klassierten Daten der Verteilung der
KérpergréBe der Kursteilnehmer dar:

GroéBenklasse | h; fi F; (kumuliert) | Eckpunkte
(m) (a2, F,)
10; 1, 50] 0 0,0 0,0 (1,50;0)
11, 50; 1, 70] 1 0,045 0,045 (1,70;0,045)
11,70; 1, 75] 2 0,091 0,136 (1,75;0,136)
11,75; 1, 80] 2 0,091 0,227 (1, 80;0,227)
11, 80; 1, 85] 8 0,36 0,591 (1,85;0,591)
11, 85;1,90] 5 0,23 0,818 (1,90;0,818)
]1,90;2,20] | 4 0,18 1,0 (2,20;1,0)

Das zugehdrige Verteilungspolygon ist in Abb. [4] dargestellt. Die durch
die Punkte gekennzeichneten Eckpunkte des Polygons kénnen der letz-
ten Spalte der Tabelle enthommen werden. Sie werden aus der jewei-
ligen oberen Klassengrenze z? und der zugehérigen kumulierten relati-
ven Haufigkeit F; gebildet. Das Verteilungspolygon (die Funktion F'(z))
ergibt sich durch die Verbindung der Eckpunkte mit Geraden.
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3.4 Kumulierte Haufigkeitsverteilungen

TITO9: Verteilungspolygon der GroRenverteilung
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Abbildung 4: GréBenverteilung im Verteilungspolygon
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4 Statistische Analyse

Statistische Parameter (auch als statistische MaBzahlen bezeichnet) sind cha-
rakteristische (Zahlen-)Werte, die eine Menge von Beobachtungen einfach be-
schreiben. Der Zweck ist die Verdichtung von Daten einer Stichprobe in ein-
zelne, moglichst einfache Parameter. Dabei wird Information vernichtet, dieser
Informationsverlust muss fiir eine bessere Ubersicht in Kauf genommen wer-
den.

Um die Daten durch einfache Parameter beschreiben zu kénnen, wird eine
Verteilung der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Zustdnde angenommen
(eine Modellverteilung), man versucht dann die Stichprobe durch diese an-
genommene Wahrscheinlichkeitsverteilung anzunahern.

Verlangert man die Messreihe immer mehr und verkleinert zugleich die Breite
Ax immer weiter, so strebt die Folge der Histogramme gegen den Graph der
theoretischen Dichtefunktion p(z). Diese ist eine spezifische Funktion von X,
und es gilt stets: Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Einzelmessung von X
einen Wert im Bereich a < x < b liefert, ist gleich

b
Pla<z<b) = /p(x)dx (7)

a

Der Graph dieser Dichtefunktion kann ein- oder mehrgipflig sein, bei Eingipf-
ligkeit schief oder symmetrisch. Bei sehr vielen Variablen X, die im Wert von
vielen verschiedenen, aber jeweils nur schwachen und gleichverteilten Ein-
flussgréBen abhangen, ist der Graph eingipflig und symmetrisch (‘glockenfér-
mig‘). Dies ist der in der Praxis meist auftretende Fall einer normalverteilten
GréBe X, die Wahrscheinlichkeitsdichte wird durch die Gauf3sche Glocken-
kurve beschrieben:
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Normalverteilung
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Abbildung 5: Normalverteilung mito = 1, u = 3.
Falls ;« den Erwartungswert und o die Standardabweichung von X bezeichnet,
so hat die Dichtefunktion von X die Form

p(a) = ﬁ o), (8)

die Variable X wird dann als normalverteilt bezeichnet.

Fir eine Menge von Beobachtungen lassen sich viele solcher Maf3zahlen an-
geben, die am haufigsten benutzten sind

LagemaBe: geben flr eine Stichprobe reprasentative, typische Werte an (bei-
spielsweise einen Durchschnittswert)

StreuungsmaBe: geben an wie dicht (oder wie weit entfernt) einzelne Merk-
malswerte bei einem Mittelwert liegen

SchiefemaBe: liefern Information Uber die Symmetrie oder Asymmetrie einer
Verteilung von Daten
4.1 LagemaBe

LagemaBe sind Werte, die fiir eine gegebene Stichprobe einen einzelnen, fir
die vorliegenden Daten reprasentativen Wert angeben. Sie missen dabei
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nicht selbst Werte aus dem Bestand des vorliegenden Datenmaterials sein.
So spricht beispielsweise bei einer Erhebung von Lebensaltern in ganzen Jah-
ren nichts gegen einen Mittelwert, der als Wert zwischen zwei vollen Jahren
angegeben wird.

4.1.1 das arithmetische Mittel

Das arithmetische Mittel ist der am weitesten verbreitete Mittelwert, es wird
haufig in der Werbung oder in politischen Umfragen verwendet. Strengge-
nommen kann ein arithmetisches Mittel nur fir kardinale Merkmale berechnet
werden, oft wird es aber auch fur ordinale Merkmale verwendet (teilweise un-
sinnig: eine Hotelbewertung von 3,4 Sternen hat keine Bedeutung!). Das
arithmetische Mittel einer Datenmenge von n kardinalen Merkmalen kann fol-
gendermafen berechnet werden:

I ,
T = - ;xl mit z; = (71, T, T3, ...7y) (9)

Beispiel: Altersverteilung im Kurs.

die Einzelwerte des Alters der einzelnen Teilnehmer sind in der
folgenden Tabelle aufgefiihrt:

Person Alter Person Alter
1 21 12 22
2 22 13 22
3 21 14 22
4 20 15 21
5 21 16 21
6 21 17 19
7 27 18 20
8 21 19 21
9 20 20 19
10 25 21 22
11 22 22 39

Tabelle 5: Altersverteilung im Kurs (s. Tabelle .
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Zur Berechnung wird die Summe der einzelnen Lebensalter durch die
Zahl der erfassten Personen geteilt:

4
= 189 = 22.23
22

&I

Beim Vergleich mit der grafischen Darstellung der erhobenen Daten in
Abb. [T]wird deutlich, dass der Mittelwert hier nur eingeschrankt sinnvoll
eingesetzt werden kann - er wird hier durch die Ausrei3er auf der rechten
Seite zu hherem Alter hin verschoben.

Eigenschaften des arithmetischen Mittels

1. Schwerpunkteigenschaft:

nt=x1+r2+r3+..+tr, <= x1+r2+r3+...+2,—nr =0
(10)

umsortieren der Summanden liefert
(x1—Z)+(r2—2)+ (23 —2)+ ... + (2, —2)+ =0

Abweichungen der Einzelwerte vom arithmetischen Mittel heben sich in
der Summe auf.

2. Fur eine Stichprobe (1, x2, 3, ...x,) ist das atithmetische Mittel die L6-
sung des Minimalisierungsproblems

: 2
min lzl (x; —y)

Bei gegebenen (z;) ist die Summe }(...) eine Funktion f(y). Das arith-

metische Mittel ist der Wert y, der die Summe der quadrierten Abwei-
chungen minimiert (Erinnerung: eine Funktion f(y) besitzt ein Minimum
an der Stelle, an der die erste Ableitung verschwindet und die zweite
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Ableitung positiv ist).

Far ein Minimum muss ferner die zweite Ableitung positiv sein:
d> o  d
@) Z (2, —y)" = d_y(_2) Z (z; —y) = Z(—Q)(—l) =2n>0

. Lineare Transformation des arithmetischen Mittels:
Geht ein kardinales Merkmal Y durch eine allgemeine lineare Transfor-

mation
Y =a+bX

aus einem kardinalen Merkmal X hervor, so ergibt sich das arithmeti-
sche Mittel y des Merkmals Y aus derselben linearen Transformation
aus dem arithmetischen Mittel z des Merkmals X:

y=a+bx
Jeder Wert z; ergibt durch eine lineare Transformation einen Wert y; =

a + bz;. Das arithmetische Mittel der Merkmalswerte y; ergibt sich nach
() durch

Zyz Za%—b@ = Za—i— bez

=—a+b— ; = bz 11
a—l— nzi:xz a + bx (11)

n

Beispiel: Umrechnung zwischen Fahrenheit und Celsius
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Die Temperatur 7 in Grad Fahrenheit ergibt sich aus der Tempe-
ratur T in Grad Celsius nach der Vorschrift
9
TF — STC + 32
Die Temperaturen x; = 10, x5 = 20, x5 = 30 Grad Celsius kébnnen damit
in die Werte y; = 50,y, = 68,y3 = 86 Grad Fahrenheit umgerechnet
werden. Far die arithmetischen Mittel ergeben sich die Werte

50 + 68 4+ 86 ,
z = 20°Celsius und y = % = 68°Fahrenheit

Genausogut kann der Mittelwert i aber Gber die lineare Transformation
bestimmt werden:

9 9
g:gf+32:g-20+32:68

4.1.2 Alternative Berechnung des arithmetischen Mittels

Kommen einzelne Merkmalswerte mehrfach vor und gibt es in Wirklichkeit
nur m < n verschiedene Merkmalswerte (z1, xs, ...z,,), die mit den absolu-
ten Haufigkeiten (hq, hs, ...h,,) auftreten, so lasst sich das arithmetische Mittel
folgendermaf3en berechnen:

m

7= l Z hlxl _ hlfL’l -+ hgl’g + hgl‘g + hmZL‘m

(12)

n

Manchmal ist aber die folgende Form, die die relativen Haufigkeiten benutzt,
praktischer:

m

1 hi  hy by P Dy S

=1 i=1 n

Die einzelnen Faktoren f;, mit denen die Merkmalswerte z; multipliziert wer-
den, kénne als Werte aufgefaB3t werden, mit denen die Merkmalswerte gewich-
tet werden. Im allgemeinen sind diese Gewichtungsfaktoren nattrlich nicht
identisch. Die letzte Formel macht plausibel, weshalb hier vom gewoge-
nen arithmetischen Mittel gesprochen wird. Das arithmetische Mittel, das fur
n verschiedene Einzelwerte (x4, x9, ...z,,) gebildet wird, kann ebenfalls als ein
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gewogenes Mittel betrachtet werden, allerdings mit n véllig identischen Ge-
wichten 1/n:

_ 1 1 1
T = — T, =—X1+ —To+ —x3+...—T,
n n n n

4.1.3 arithmetisches Mittel bei klassierten Daten

Wahrend die allgemeine Formel (9) zur Berechnung des arithmetischen Mit-
tels bei klassiertem Datenmaterial wegen der Unkenntnis der einzelnen Werte
nicht benutzt werden kann, findet die Berechnung des gewogenen Mittels nach
Formel auch bei klassierten Daten Anwendung. Anstelle der jeweiligen
Merkmalswerte missen dabei die Klassenmitten zur Berechnung herangezo-
gen werden.

Beispiel: Berechnung des arithmetischen Mittels bei klassierten Daten.

Fiar die klassierten Daten (Verteilung der KorpergroBe) des Bei-
spiels in Abschnitt [3.3.3] ergibt sich bei Verwendung der jeweiligen
Klassenmitten eine mittlere KérpergréBe der 22 Personen im Kurs von

1-1.60+2-1.725+2-1.775+8-1.825+5-1.875+4-1.95
22

T =

= 1.835

Beispiel: Gewogenes arithmetisches Mittel.

Der Primarenergieverbrauch (PEV) pro Kopf (in t Steinkohle-Einheiten
(SKE)) im Jahr 2000 ist fir verschiedene Kontinente und Regionen der
Welt in der folgenden Tabelle aufgelistet, ebenso wie die Anteile an der
gesamten Weltbevdlkerung von 6.057 Millionen Menschen und der Zahl
der Einwohner in diesen Regionen (Quellen: Weltbank, UN):

Region PEV/Kopf  Anteil  Einwohner

in Mio.
Europa 4.5 9,51 % 576
Ehemalige UdSSR 45 4,81 % 291
Nordamerika 11,4 5,18 % 314
Mittel- und Stidamerika 1,4 8,57 % 519
Afrika 0,5 13,11 % 794

Asien, Ozeanien og 1,1 8,84 % 3.564
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Der Pro-Kopf-Verbrauch ist in Nordamerika im Durchschnitt zweieinhalb
mal so hoch wie in Europa und den Regionen der ehemaligen UdSSR.
Diese Zahl ist ein simpler Indikator dafir, in welcher Region der Welt die
Potenziale zur Energieeinsparung bzw. zur Verbesserung der Energie-
effizienz am gréBten sind. FUr den weltweiten durchschnittlichen Primar-
energieverbrauch pro Kopf des Jahres 2000 ergibt sich nach der Formel
fir das gewogene arithmetische Mittel:

4,5-0,0951 +4,5-0,0481 + 11,4 -0,0518 + 1,4 - 0,0857

+0,5-0,1311 +1,1-0,5884 = 2, 15.

Ebensogut hatte der gesuchte Wert mit Hilfe der absoluten Einwohner-
zahlen und den Durchschnittswerten des Pro-Kopf-Verbrauchs far die
verschiedenen Regionen berechnet werden kénnen:

4,5-576 +4,5-291+11,4-314+1,4-519+0,5-794 4+ 1,1 - 3.564
6.058

Der folgende Abschnitt zeigt, dass es bei kardinalen Merkmalen keinesfalls
immer sinnvoll ist - bei ordinalen und nominalen ist es ohnehin nicht zulas-
sig - das arithmetische Mittel zur Berechnung eines mittleren Wertes anzu-
wenden. Als Faustregel gilt: Wahrend das arithmetische Mittel bei additiven
Zusammenhangen zur Durchschnittsbildung angewandt wird, findet das im
folgenden Abschnitt diskutierte geometrische Mittel bei multiplikativen Zusam-
menhangen Anwendung. Das ebenfalls noch zu besprechende harmonische
Mittel wird bei der Mittelwertbildung von Quotienten angewandt - nicht immer
allerdings, wie eines der folgende Beispiele zeigen wird.

4.1.4 das geometrische Mittel

Beispiel:

Ein Sparbrief der SpaBkasse Nirgendwo verspricht bei Anlage einer
Summe von K, = 10.000 im 1. Jahr einen Zins von ¢; = 6%, im 2.
Jahr von ¢, = 7% und im 3. Jahr von ¢3 = 8%. Nach drei Jahren er-
folgt die Rickzahlung. Der hypothetische Kapitalbetrag nach Ende des
ersten Jahres lautet

Kl = KO + q1 - KQ = (1 + Q1)K0 = 10.600
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Der durch das Ausklammern von K, entstehende Ausdruck (14 ¢;) wird
auch als Kapitalwachstumsfaktor bezeichnet.

Die geometrische Folge der Kapitalbetrage K, K und K3 errechnet
sich wie folgt:

1+ q)K, =1,08-1,07- K,
1+ q)(1+q)Ky=1,08-1,07-1,06 - K,

Wie Iasst sich hier ein mittlerer Zinssatz ermitteln? Wir fragen nach dem
Zinssatz, der beim selben Kapitaleinsatz K, nach drei Jahren denselben
Endbetrag K ergibt:

Ko(1+q)(1+q)(1+¢q) = (1 +¢)°Ko = K3

Nach Einsetzen von K3 = (1+¢3)(1+¢2)(1 4+ ¢1) Ko und Kiirzen von K
erhalt man

(14q)°=(14g¢)1+q)(1+q)
= q=V(1+a)1+e@l+aq)-1 (14)
Mit Zahlenwerten ergibt sich flir unser Beispiel das arithmetische Mittel

7 6
528%+ Z)Jr %:7%‘

Berechnet man dagegen das geometrische Mittel, so folgt

q={/1,08-1,07-1,06 — 1 = 0,06997 = 6,997%.

Der Unterschied von 0,003% ist in diesem Fall zwar sehr gering, bei
héheren Zinssétzen oder starken Wertveranderungen wie bei einer Ak-
tie kann es aber deutliche Konsequenzen haben, wenn falschlicherwei-
se das arithmetische Mittel zur Berechnung durchschnittlicher Renditen
benutzt wird.

Der durchschnittliche Kapitalwachstumsfaktor z := 1+ ¢ resultiert nach Glei-
chung aus einer speziellen Mittelung der einzelnen Kapitalwachstumsfak-
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torenzy :=14+q ,20:=14¢q ,r3:=1+q3 fir die einzelnen Jahre:

Tc=1+q=y(1+q@) 1+q) (1+q)= 3 25 -21. (15)

f Der aus einer solchen Mittelwertbildung resultierende Wert wird als geome-
trisches Mittel bezeichnet.

Defnition des geometrischen Mittels

Fir n einzelne Werte (x1, s, ...x,,) erhdlt man durch Verallgemeinerung der
Formel eine allgemeinglltige Formel flir das geometrische Mittel z:

Ta:= YT1 -To- ... Ty (16)

Treten dabei einzelne Merkmalswerte mehrfach auf und sind in Wirklichkeit
nur m < n Merkmalswerte (xi, 25, ...x,,) voneinander verschieden, die mit
den absoluten Haufigkeiten (A4, ho, ..., h,,) bzw. den relativen Haufigkeiten
(f1, fo, ..., fm) auftreten, so berechnet sich das geometrische Mittel durch

Ta= V(x)M - (z2)h2 - . (xp)hm = (ml)hl/" . (xg)hQ/" . ...(xm)hm/” (17)

f bzw.

Ta = (21)" - (2)"2 - (2,) . (18)

Beispiel: mittlere Rendite einer Aktieninvestition.

Herr Andy Theke kauft eine Aktie zum Kurs von K, = 100. Ge-
nau ein Jahr spater ist dieselbe Aktie nur noch die Halfte wert, exakt
K, = 50. Die - nicht besonders gute - Rendite der Aktie betrug also
im ersten Jahr genau ¢; = —50%. Im zweiten Jahr allerdings steigt der
Kurs der Aktie wieder um 100%, so dass er am Ende des zweiten Jahres
wieder auf dem urspringlichen Niveau von K, = K> = 100 angekom-
men ist. Andys Finanzberater B. Trliger berechnet die durchschnittliche
Rendite mit dem arithmetischen Mittel - das ergibt hier einen Wert von

—50 100
q:%g%: %;— %:+25%

Es ist leicht einzusehen, dass dies nicht das richtige Mittel fir die Ren-
dite sein kann, da die Aktie nach den zwei Jahren ihren Wert Gberhaupt
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nicht gesteigert hat. Die Gesamtrendite betragt 0%, das ist in diesem
Fall auch die tatsachliche durchschnittliche Rendite. Die Ursache fir
den Trugschluss auf Basis des arithmetischen Mittels ist hier der unter-
schiedliche Ausgangskurs, auf den sich die prozentualen (also relativen)
Werte ¢; und ¢, beziehen.

Mit Hilfe des geometrischen Mittels der Kapitalwachstumsfaktoren erga-
be sich dagegen der korrekte Wert:

c=vV(1+q) 1+q) —-1=,/052-1=0

Dieses Beispiel zeigt deutlich, weshalb durchschnittliche Renditen kor-
rekterweise nicht mittels des arithmetischen Mittels berechnet werden
sollten.

4.1.5 Harmonisches Mittel

Bei kardinalen Merkmalen besteht zur Mittelwertbildung nicht nur die Auswahl
zwischen arithmetischem oder geometrischem Mittel. In manchen Féllen ist es
sogar keinesfalls sinnvoll, einen dieser beiden Mittelwerte anzuwenden. Das
folgende Beispiel soll diesen Sachverhalt verdeutlichen:

Beispiel: Berechnung der mittleren Geschwindigkeit.

Herr Arno Nym legt mit seinem PKW eine Strecke s von 300km
zurick - die ersten 100km erreicht er auf der Autobahn eine Durch-
schnittsgeschwindigkeit von v; = 120km/h, auf dem zweiten Teilstlick
von ebenfall 100km Lange erreicht er wegen zunehmendem Verkehr
noch v, = 100km/h Durchschnittsgeschwindigkeit, die letzten 100km
auf einer BundesstraBBe legt er mit einem Schnitt von lediglich v3 =
80km/h zurlck.

Wie hoch war die durchschnittliche Geschwindigkeit auf der gesamten
Strecke? Man kdnnte auch hier auf die ldee kommen, den gesuchten
Schnitt mit Hilfe des arithmetischen Mittels v zu berechnen:

v +ve +v3 120 + 100 + 80

U= 3 = 5 km/h = 100 km/h

Rechnet man jedoch nach der intuitiven Formel
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Durchschnittliche Geschwindigkeit = Gesamtweg geteilt durch
Gesamtzeit

die gesamte Wegstrecke s = 300km durch die gesamte Fahrzeit

~ 100km N 100km N 100km
~ 120km/h  100km/h ~ 80km/h

—5/6h + 1h + 5/4h = 37/12h

so ergibt sich die korrekte Durchschnittsgeschwindigkeit von

_ s 300km
Vg = — =

T  37/12h

= 97, 30km/h

Naturlich ist auch hier der Unterschied zwischen arithmetischem Mittel
v und dem korrekt gerechneten Wert kaum der Rede wert, das Beispiel
illustriert aber, welche Art von Mittelwert hier logisch richtig ist.

Mit Hilfe der allgemeinen Bezeichnungen vy, vy, v3 fir die Geschwindig-
keiten lautet die analoge Formel zur Berechnung der Durchschnittsge-

schwindigkeit

o = ! (19)

JCRESE)
Durch Verallgemeinerung der Formel erhélt man die Definition des
harmonischen Mittels.

Definition des harmonischen Mittels

FUr n Einzelwerte (x4, x9, z3, ...z, ergibt sich das harmonische Mittel nach
1
l(i+i+...+i)

1 o Tn

(20)

Ty =

n

Sind aus den n Einzelwerten lediglich m < n Merkmalswerte (xy, 2o, ...z,)
verschieden, die mit den absoluten Haufigkeiten (hy, ho, ...h,,) bzw. den rela-
tiven Haufigkeiten (f1, fo, ... fin) auftreten, so l&sst sich das harmonische Mittel

nach
1

Ty =
%(@+Q—§+...+Z—:)

xr1

(21)
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bzw.

4.1.6 Median

Statt des arithmetischen, geometrischen oder harmonischen Mittels kann bei
Merkmalswerten oder Merkmalsauspragungen, die eine Rangfolge besitzen,
das Konzept des Medians (auch als Zentralwert bezeichnet) benutzt werden.
Dies ist bei ordinalen oder kardinalen Merkmalen der Fall, bei nominalen Merk-
malen kann der Median wegen der fehlenden Rangfolge nicht benutzt werden.

Der Median ermittelt fir gegebenes Datenmaterial bei ordinalen Merkmalen
diejenige Merkmalsauspragung z (bzw. denjenigen Merkmalswert bei kar-
dinalen Merkmalen), die es gestattet, das vorhandene Datenmaterial in zwei
maoglichst gleichgroBe Halften aufzuteilen. Es ist also auch beim Median die
Ermittlung eines mittleren Wertes beabsichtigt.

Beschreibende Definition des Medians bei kardinalen Merkmalen

Der Median z; ist derjenige Merkmalswert eines kardinalen Merkmals X, den
mindestens 50% aller Merkmalswerte einer Stichprobe vom Umfang n unter-
schreiten oder héchstenfalls erreichen und den mindestens 50% aller Merk-
malswerte Uberschreiten oder zumindest erreichen.

Beispiel: Ermittlung des Medians Uber Stamm-Blatt-Darstellung.

Im Beispiel der Altersverteilung im Kurs in [3.3.1] lIasst sich der Me-
dian mithilfe einer sogenannten Stamm-Blatt-Darstellung ermitteln, die
die Merkmalswerte in eine geordnete Reihenfolge bringt.

N = O ©
N = O
N =

N =

N =

(OSIN \C T \C T \O I \O I \ O
((e IR NG, BN \C I i e B (o]
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Auf der linken Seite des Trennstriches sind die Zehnerstellen des Le-
bensalters aufgetragen. Rechts des Striches reprasentiert jede einzelne
Ziffer eine Einerstelle des jeweiligen Lebensalters. Man erkennt, dass
das Alter von 21 Jahren die Stichprobe in zwei Teile trennt - leider nicht
mit dem gleichen Umfang, so dass man nicht von Halften sprechen soll-
te: In der einen Teilmenge sind 13 von 22 Personen enthalten (also 59%
aller Personen), deren Lebensalter kleiner oder gleich dem Wert von 21
Jahren ist. In der zweiten Teilmenge sind alle diejenigen Personen zu-
sammengefasst, deren Alter groBer oder gleich dem Wert 21 ist, genau
17 von 22 Personen (also 77%). Der Wert von 21 stellt in diesem Fall den
Median (oder das 50%-Quantil) dar.

Beispiel: Berechnung des Medians bei kardinalen Daten.

Bei Vorliegen eines Vektors (xy,xs,...x11) von 11 geordneten Ein-
zelwerten ist unabhangig vom tatséchlichen Aussehen der Einzelwerte
der 6. Wert des Vektors der Median, denn beim 6. Wert einer geordne-
ten Reihe von 11 Werten sind stets 6 von 11 Werten kleiner oder gleich
dem Wert x4 und ebenso 6 von 11 Werten gré3er oder gleich xg:

Ty = Tg.

Diese beschreibende Definition des Medians legt diesen leider nicht im-
mer eindeutig fest. Waren statt der 11 Werte im Vektori (z1, z2, ...712)
12 Werte vorhanden, so k&men nach der obigen Definition zwei Werte
in Frage - der 6. und der 7. Wert der geordneten Reihe erfillen beide
das genannte Kriterium. Um die Zweideutigkeit zu beseitigen, wird der
Median in einem solchen Fall in eindeutiger Weise als das arithmetische
Mittel der beiden in Frage kommenden Werte festgelegt:

Tg + T7
Tyz = B

Als Beispiel kénnte der folgende Vektor von 12 Zahlen vorgelegen ha-
ben:
(0,1,1,2,3,3,4,4,9,9, 10, 32)

Der Median lautet in diesem Fall

ZE6+I7_3+4_
2 2

Tz —

3,9
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Dieser Wert teilt die Menge von 12 Zahlen in zwei gleichgroBe Halften,
Teilmengen gleichen Umfangs, auf:

(0,1,1,2,3,3) und (4,4,9,9,10,32)

Es ist sofort Einsichtig, dass der Median, wie die Werte anderer Mittelwertkon-
zepte auch, nicht im vorliegenden Datenmaterial enthalten sein muss. Man
erkennt ebenfalls, dass - im Gegensatz zum arithmetischen Mittel - beim Me-
dian nicht alle Werte einer vorliegenden Stichprobe in dessen Berechnung
einflieBen. Besonders der kleinste und der gréBte Datenwert spielen fiir die
Berechnung des Medians i.A. keine Rolle. Diese Eigenschaft macht der Medi-
an robust gegentber positiven und negativen Ausreif3ern bzw. dem Auftreten
von extremen Werten.

Definition des Medians bei n Einzelwerten eines kardinalen Merkmals

Bezeichnet (z1, 2, x3, ...z,,) einen Vektor von geordneten Merkmalswerten ei-
nes kardinalen Merkmals, so ist der Median z; in eindeutiger Weise definiert
durch

T mit i = (n + 1)/2 fir ungerade n,

o | _ 23
z % wobei i = n/2 fir gerade n. &

Einige Eigenschaften des Medians sind:

Minimumseigenschaft des Medians: flr eine gegebene Stichprobe von n
Einzelwerten (z1, 2, x3, ...z, ) eines kardinalen Merkmals ist der Median
Tz die Lésung des Minimierungsproblems

n
minz lz; — vy,
y 4
i=1

wobei die Summe ) |z; — y| bei gegebenen (xy, o, x3, ...z,,) eine Funk-
tion f(y) allein der Variablen y ist. Der Median ist dre Wert, der die
Summe der absoluten Abweichungen (die Betrdge der Abweichungen)
der Werte z; von y minimiert. Diese Eigenschaft lasst sich nicht einfach
mithilfe der Differentialrechnung beweisen, da die Betragsfunktion nicht
differenzierbar ist!
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Robustheit: Da nicht alle Werte einer Stichprobe in die Berechnung des Me-
dians einflieBen, ist er (im Gegensatz zu dem des arithmetischen Mittels)
gegenulber Ausreif3ern robust: er wird durch das Auftreten einzelner, ex-
tremer Werte nicht beeinflusst.

Anwendbarkeit: das Konzept des Medians ist bei kardinalen und ordinalen
Merkmalen anwendbar. Bei nominalen Merkmalen ist er aber nicht zu
verwenden, da das Konzept eine Rangfolge oder Ordnung unter den
Merkmalswerten oder Merkmalsauspragungen voraussetzt.

4.1.7 Ermittlung des Medians bei klassierten Daten

Far klassierte Daten kann der Median grafisch mithilfe des Verteilungspoly-
gons (vgl. Abschnitt F(z) ermittelt werden. Der Median z; (das 50%-
Quantil) ist der zum Funktionswert F' = 0,5 = 50% gehdrige z-Wert:

F(zz) =0,5.

Beispiel: Grafische Bestimmung des Medians bei klassierten Daten.
Mit Hilfe des bereits konstruierten Verteilungspolygons F'(z) der Kor-
pergréBen im Kurs (vgl. Abb. lasst sich der Median Z Uber die
Bestimmung des zum Funktionswert F'(z) = 0,5 gehdrenden z-Werts
ermitteln: aus den klassierten Daten zur Korpergré3e

37

GroBenklasse | h; fi F; (kumuliert) | Eckpunkte
(m) (22, F})
10; 1, 50] 0 0,0 0,0 (1,50;0)
11, 50; 1, 70] 1 0,045 0,045 (1,70;0,045)
11,70; 1, 75] 2 0,091 0,136 (1,75;0,136)
11,75; 1, 80] 2 0,091 0,227 (1,80;0,227)
11, 80; 1, 85] 8 0,36 0,591 (1,85;0,591)
11, 85;1,90] 5 0,23 0,818 (1,90;0,818)
]1,90;2,20] | 4 0,18 1,0 (2,20;1,0)

wird das Verteilungspolygon der GréBenverteilung erstellt:
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TITO9: Verteilungspolygon der GroRenverteilung

o
o
|
T

o
o
|

T

©
n~
|
T

Verteilungspolygon F(x)

o
(V)
|

T

0 T \ \ \ \ \ \ \
150 160 170 180 190 200 210 220
Korpergrof3e (cm)

Abbildung 6: Bestimmung des Medians im Verteilungspolygon

In unserem Beispiel liegt der Median offensichtlich innerhalb der vier-
ten GroBenklasse |z; 24| =]1.80;1.85]m. Die Eckpunkte dieser Klasse
(1.80;0.227) und (1,85;0.591) werden bei der Darstellung durch eine
Gerade verbunden. Die Verhalinisse zwischen zwei beliebigen Funkti-
onswerten F'(x) und den dazugehdrigen x-Werten geben die Steigung
der interpolierten Geraden innerhalb der betreffenden Klasse an. Sie
sind also innerhalb einer GréBenklasse alle gleich. So gilt beispielswei-

se:
F(xg) — F(zy) _ F(zz) — F(a})

Y

Ty — Ty Tz —xy
woraus sich mit der Definition des Medians F(z;) = 0.5 die Lage des
Medians (in m) der GréBenverteilung ergibt:

F(zg) = F(x})
F(a9) — F(xy)
0.5 — 0.227

(24)

Tz = wy+ (2] —xy) -

Der Wert von z; = 1.8375m flr den Median weicht in diesem Beispiel
kaum vom arithmetischen Mittel z = 1.835m ab, da die Verteilung keine
nennenswerten Ausreif3er nach oben oder unten aufweist.
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Durch Verallgemeinerung der im letzten Beispiel zur Berechnung des Medians
benutzten Gleichung ergibt sich eine allgemeine Formel zur Berechnung des
Medians bei klassierten Daten:

o F(xF)
= R Fw
F(0,5) — F(f)
Faf) - (w}‘)
Diese Formel resultiert aus der Bedingung F'(zz) = 0,5 und der Konstruktion

des Verteilungspolygons, bei der die Eckpunkte (z%; F'(z})) und (z%; F'(x?))
durch eine Gerade verbunden werden.

F(x

= xj + (2] — zf) (25)

Um den Median mit dieser allgemeinen Formel berechnen zu kénnen, muss
allerdings zunachst festgestellt werden (beispielsweise grafisch oder mit Hilfe
einer Tabelle), in welche Klasse j der Median fallt.

Definition des Medians bei ordinalen Merkmalen

Der Median 7 ist diejenige Merkmalsauspragung eines ordinalen Merkmals,
die mindestens 50% aller Merkmalsauspragungen einer Stichprobe vom Um-
fang n unterschreiten oder héchstenfalls erreichen und die mindestens 50%
aller Merkmalsauspragungen Uberschreiten oder zumindest erreichen.

Beispiel: Berechnung des Medians bei ordinalen Daten.

Mr. Stu Dent, der an einer dualen Hochschule im tiefen Stiden Deutsch-
lands einen Statistik-Kurs besucht, soll angeben, wie regelmaBig er die
12 fir ihn relevanten Veranstaltungen im Sommer 2010 besucht hat.
Seine Antworten bilden das Merkmal X, die Haufigkeit der Teilnahme
an den Veranstaltungen, wobei die Auspragungen folgendermaf3en
kodiert sind: 0 (nie), 1 (sehr selten), 2 (selten), 3 (oft), 4 (meistens), 5
(immer). Die absoluten, relativen und kumulierten relativen Haufigkeiten
fir seine Teilnahmehaufigkeit an den 12 Veranstaltungen sind in der
folgenden Tabelle zusammengefasst:
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Auspragung absolute relative kum. relative
Haufigkeit h; Haufigkeit f; Haufigkeit F;

5 (immer) 1 1/12 12/12

4 (meistens) 3 3/12 11/12

3 (oft) 2 2/12 8/12

2 (selten) 3 3/12 6/12

1 (sehr selten) 1 1/12 3/12

0 (nie) 2 2/12 2/12

Tabelle 6: Haufigkeit der Besuche einzelner Veranstaltungen

Mr. Dent besucht also beispielsweise 3 von 12 Veranstaltungen nur sel-
ten. Die kumulierte relative Haufigkeit von 6/12 besagt: 6 von 12 Ver-
anstaltungen hat er héchstenfalls selten, wenn nicht gar seltener (bei
einer Veranstaltung) oder nie (zwei Veranstaltungen) besucht. Nach der
Definition des Medians fiir ordinale Merkmale kommen zwei Merkmals-
auspragungen fir den Median in Frage: Die Merkmalsauspragung ’sel-
ten’, aber auch die Merkmalsauspragung ’oft’. Im Gegensatz zum oben
besprochenen Fall kardinaler Merkmale kann diese Zweideutigkeit im
vorliegenden Fall nicht beseitigt werden: Die Bildung des arithmetischen
Mittels von ’selten’ und ’oft’ macht keinen Sinn! Beide Merkmalsauspra-
gungen kénnten als Median festgelegt werden.

4.1.8 der Modus

Bei Vorliegen eines nominalen Merkmals kann keines der bisher diskutierten
Mittelwertskonzepte angewendet werden. Fir diesen speziellen Fall existiert
das Konzept des Modus oder der modalen Klasse.

Definition des Modus und der modalen Klasse

Bei nominalen bzw. ordinalen Merkmalen ist der Modus die am héaufigsten
auftretende Merkmalsauspragung. Bei Vorliegen von Einzelwerten eines kar-
dinalen Merkmals ist der Modus oder Modalwert z,, der am haufigsten auf-
tretende Merkmalswert. Liegen statt Einzelwerten klassierte Daten eines kar-
dinalen Merkmals vor, wird diejenige Klasse, welche die gré3te absolute bzw.
relative Haufigkeit aufweist, modale Klasse genannt.
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Beispiel: Modus und modale Klasse.

Im Beispiel der Verteilung der KorpergroBe (s. Abschnitt ist
die GréBenklasse |1, 80; 1, 85) die modale Klasse, denn 8 von 22 - und
damit die meisten - Teilnehmer weisen eine Korpergrof3e auf, welche in
diese Klasse fallt.

Hinsichtlich der Noten der Statistik-Klausur dieses Kurses stellt hoffent-
lich die Note ’sehr gut’ den Modus dar, beim Geschlecht die Auspragung
‘'ménnlich’.

Es gibt durchaus Beispiele, bei denen es keinen eindeutigen Modus
gibt - in diesem Fall treten gleiche Werte der Haufigkeiten flr unter-
schiedliche Merkmalsauspragungen auf. Auch im obigen Beispiel des
ordinalen Merkmals 'Haufigkeit der Teilnahme an den Veranstaltungen’
gibt es keinen eindeutigen Modus: 'meistens’ bzw. ’'selten’ sind die bei-
den gleichermafen haufig auftretenden Merkmalsauspragungen, die fiir
Mr. Dent und seine Besuchshaufigkeit der Veranstaltungen charakteris-
tisch sind.

4.1.9 Quantile

Neben den Mittelwerten sind noch weitere Lageparameter in der Statistik von
wesentlicher Bedeutung, die sogenannten Quantile. Das Konzept des Quan-
tils ist eine Verallgemeinerung des Konzeptes des Medians: beim Median
handelt es sich um nichts anderes als ein spezielles Quantil nAmlich das 50%-
Quantil. Von Interesse kdnnten daneben beispielsweise auch das 25%-Quantil
oder das 75%-Quantil sein, oft auch unteres und oberes Quartil genannt. Beim
Vergleich von Einkommensverteilungen verschiedener Lander besitzen zum
Beispiel auch Dezentile - das sind die 10% -, 20% - usw. Quantile - eine
gewisse Relevanz.

Beschreibende Definition des p-Quantils =, bei kardinalen Merkmalen:
das P%-Quantil bzw. p-Quantil x,, ist derjenige Merkmalswert eines kardina-
len Merkmals X, den mindestens P% aller Merkmalswerte einer Stichprobe
vom Umfang n unterschreiten oder héchstenfalls erreichen und den mindes-
tens (100 — P)% aller Merkmalswerte Uiberschreiten oder zumindest erreichen.
Dabeiist 0 < P < 100,p = P/100und 0 < p < 1.

Man beachte: Ebenso wie die entsprechende Definition des Medians ist diese
Definition nicht eindeutig.
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Wie beim Median kénnen natlrlich auch Quantile aus einer geordneten Reihe
von Einzelwerten ermittelt werden. Die konkreten Werte miissen dazu prinzi-
piell nicht bekannt sein.

Beispiel: Intuitive Berechnung des unteren Quatrtils.

Hatte man beispielsweise n = 11 geordnete Einzelwerte im Vek-
tor (x1,zs,...,211) vorliegen, so ist - ungeachtet des tatsachlichen
Aussehens der Merkmalswerte - der 3. Wert das 25% -Quantil (auch als
Quartil bezeichnet). Der Wert x5 erfillt die beiden Bedingungen, die an
ein 0.25-Quantil gestellt werden: es ist der erste Wert, der die Stichpro-
be in zwei Teilmengen aufteilt, wobei eine Teilmenge einen Umfang von
mindestens einem Viertel aller Werte besitzt, was bei z1, x5, z3 der Fall
ware, wahrend die andere - hier die Menge z3, x4, ..., x11 mindestens
einen Umfang von 3/4 aller Werte haben soll. Im konkreten Beispiel der
bereits geordneten Stichprobe

(0,1,1,2,2,4,4,6,9,13,17)

lautet das untere Quartil x5 = 1. Der Wert 1 ergibt eine nach der Defi-
nition des 25%-Quantils geforderte Aufteilung der Stichprobe in 0,1, 1
und 1,1,2,2,4,4,6,9,13,17. Durch Division der Gesamtzahl von 11
Elementen durch 4 ergibt sich ein Hinweis auf die Aufteilung der zwei
Teilmengen. Leider liefert die Division mit 2.75 hier aber keine ganze
Zahl. Dennoch ist damit klar, dass die kleinere Teilmenge mindestens
3 Elemente - die nachstgréBerere ganze Zahl nach 2, 75 - der Stichpro-
be enthalten muss, wéhrend die andere Teilmenge aus mindestens 9
Elemente bestehen muss - die nachstgréBere ganze Zahl bezogen auf
8,25 =3/4-11.

12 (anstatt 11) geordnete Einzelwerte wie beispielsweise
(0,1,1,2,2,3,4,4,6,9,13,17), lassen sich mathematisch gesehen
eingangiger in zwei Teilmengen mit ungefahr 1/4 bzw. 3/4 aller
Merkmalswerte aufteilen: 1/4 - 12 = 3 sollte die Zahl der Elemente der
einen Teilmenge sein und 3/4 - 12 = 9 die Zahl der anderen. Allerdings
kadmen nach der beschreibenden Definition flir das untere Quartil zwei
Werte in Frage: Der 3. und der 4. Wert in der geordneten Reihenfolge
- beide Werte, x3 und x4 , wirden die Bedingungen fur ein unteres
Quartil erflllen. Um diese Zweideutigkeit zu beseitigen, kann wie bei
der Definition des Medians das arithmetische Mittel der beiden in Frage
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kommenden Werte als unteres Quartil festgelegt werden:

r3t+wy 1+2
2 2

Zo.25 = 1.5

Der Wert 1.5, nach Definition das untere Quartil, teilt die Menge von 12
Zahlen in zwei Teilmengen des Umfangs 1/4 bzw. 3/4 aller Merkmals-
werte auf: 0,1,1und 2,2,3,4,4,6,9,13, 17.

Nach dieser ausfuhrlichen Darstellung der intuitiven Ermittlung von Quantilen
am Beispiel des unteren Quartils dient die folgende formale Definition mehr
der Vollstandigkeit und Vergleichbarkeit mit der statistischen Literatur denn
als praktisch handhabbare Mdglichkeit zur Ermittlung von Quantilen bei Indi-
vidualdaten eines kardinalen Merkmals. Wahrend die flr die Definition not-
wendige Notation bereits eine gewisse Gedachtnisleistung erfordert, ist es
unwahrscheinlich, dass jemand die Definition reproduzieren kann, ohne das
dahinter liegende Prinzip verstanden zu haben. Ist das Prinzip aber erst ver-
standen, ist die Definition zur Bestimmung von Quantilen eigentlich Uberflis-

sig.

Definition des p-Quantils ,, bei n Einzelwerten eines kardinalen Merkmals

Bezeichnet (1, 1, ..., x,,) einen Vektor geordneter, individueller Merkmalswer-
te eines kardinalen Merkmals X, so wird das p-Quantil z, in eindeutiger Weise
definiert durch

x; ,wobeii = [n-p|+ 1, falls n - p nicht ganzzahlig ist,
X = . .
P Tt i ,wobei i = [n - p|, falls n - p ganzzahlig ist.
(26)
Dabei stellen die eckigen Klammern die sogenannten GAUSS-Klammern dar.
[n - p] bezeichnet die groBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich dem Ausdruck
n - p innerhalb der Klammer ist. Fir den Median z;, das 50%-Quantil z 5,
ergibt sich aus der allgemeinen Definition des p-Quantils mitp = 0.5 =
1/2 natdrlich wieder die Definition des Medians bei Individualdaten eines
kardinalen Merkmals.
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Beispiel: Berechnung des unteren Quartils nach Definition (26).

Zur Berechnung des unteren Quartils ergibt sich fir den Vektor
(0,1,1,2,2,4,4,6,9,13,17)

von n = 11 geordneten Zahlen Uber die allgemeine Definition ein Wert
VONn zgo5 = x3 = 1, dennn-p = 11-0.25 = 2.75. Es ist der erste Teil der
Definition anzuwenden, wobei [n - p] = [2.75] = 2 und daher der Index
des Kandidaten fiir das gesuchte untere Quartil : = 2 + 1 = 3 lautet.

FUr den Vektor
(0,1,1,3,2,2,4,4,6,9,13,17)

von n = 12 geordneten Zahlen ergabe sich wie oben auch zg9; = (23 +
x4)/2 = (1+2)/2 =1.5. Wegenn -p = 12-0,25 = 3 wird in diesem
Fall der zweite Teil der Definition benutzt, wobei [n - p] = [3] = 3.

p-Quantil bei klassierten Daten

Liegen klassierte Daten vor, so kann das p-Quantil x,, grafisch mit Hilfe des
Verteilungspolygons F'(z) bestimmt werden. Das p-Quantil ist in diesem Fall
als der zum Funktionswert F'(x) = p gehorige Variablenwert definiert:

F(x,) =p (27)

Es kann aber ebenfalls, analog zum Fall des Medians, rechnerisch durch eine
allgemeine Formel berechnet werden:

o o)~ FG)
A e )

p— F(af)
F(z9 — F(z%)

J J

T, =1

=+ (2§ —zf) - (28)
Sie ergibt sich aus der obigen Bedingung und der Konstruktion des Vertei-
lungspolygons, bei der die Eckpunkte (z}; F'(z})) und (z$; F'(z§)) durch eine
Gerade verbunden werden. Vor der Bestimmung eines Quantils Uber die For-
mel muss wieder - grafisch oder mit Hilfe einer Tabelle - ermittelt werden,
in welche Klasse j das p-Quantil entfallt. Setzt man fir p = 0.5, so ergibt
sich aus natdrlich wieder die Formel zur Berechnung des Medians
fur klassierte Daten.
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Das p-Quantil bei ordinalen Merkmalen

das P%-Quantil bzw. p-Quantil z, ist diejenige Merkmalsausprégung eines
ordinalen Merkmals X, den mindestens P% aller Merkmalsauspragungen ei-
ner Stichprobe vom Umfang n unterschreiten oder héchstenfalls erreichen und
den mindestens (100 — P)% aller Merkmalswerte Uiberschreiten oder zumin-
dest erreichen. Dabei gilt wieder 0 < P < 100,p = P/100und 0 < p < 1.

Beispiel: Berechnung von Quantilen bei ordinalen Daten.

Anhand der Tabelle der absoluten, kumulierten und relativen Hau-
figkeiten fur die Teilnahme von Stu Dent (bekannt aus Abschnitt
an den relevanten Veranstaltungen seines Studienganges lassen sich
das obere und das untere Quartil bestimmen.

Auspragung absolute relative kum. relative
Haufigkeit h; Haufigkeit f; Haufigkeit F;

5 (immer) 1 1/12 12/12

4 (meistens) 3 3/12 11/12

3 (oft) 2 2/12 8/12

2 (selten) 3 3/12 6/12

1 (sehr selten) 1 1/12 3/12

0 (nie) 2 2/12 2/12

Bei einer Gesamtzahl von 12 Veranstaltungen ist das untere Quartil (das
25%-Quantil) die Auspragung ’'sehr selten’: damit lassen sich die Veran-
staltungen in zwei Teilmengen aufteilen, von denen die eine die Auspra-
gungen 'nie’ und ’sehr selten’ umfasst (3 von 12 Veranstaltungen oder
1/4 aller Veranstaltungen). Die zweite Teilmenge umfasst alle Auspra-
gungen ab einer Teilnahmehaufigkeit von ’sehr selten’ (10 von 12 Veran-
staltungen oder 5/6 > 3/4 der Veranstaltungen).

Das obere Quartil oder 75%-Quartil ist die Auspragung 'meistens’: 11
von 12 Veranstaltungen, also mehr als 75% weisen eine Teilnahmeh&u-
figkeit von hochstens 'meistens’ auf, wahrend 4 von 12, also mehr als
25% mindestens 'meistens’ besucht wurden.
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4.1.10 Zusammenfassung: Lageparameter

Lageparameter geben flir eine Stichprobe reprasentative, fir die erhobene
Verteilung typische Werte an. Die Lageparameter selbst missen dabei nicht
Bestand des erhobenen Datenmaterials sein.

Bei nominalen (qualitativen) Merkmalen ist als einziger der diskutierten La-
geparameter der Modus bestimmbar. Er ist die am haufigsten auftretende
Merkmalsauspragung und nicht notwendigerweise eindeutig bestimmt.

Bei ordinalen Merkmalen (mit Rangfolge) kbnnen neben dem Modus noch alle
Quantile sowie als Sonderfall des 50%-Quantils der Median berechnet und
angegeben werden.

Bei kardinalen Merkmalen sind darlber hinaus die Konzepte des arithmeti-
schen, geometrischen und des harmonischen Mittels anwendbar. Fir die
Mittelwertbildung bei kardinalen Merkmalen gilt die folgende Faustregel: bei
additiven Zusammenhangen findet das arithmetische Mittel z Anwendung, bei
multiplikativen Zusammenhangen das geometrische Mittel 2. Das harmoni-
sche Mittel xy kann bei Mittelwertbildung von Quotienten verwendet werden.
Strenggenommen findet keines dieser drei Mittelwertkonzepte bei ordinalen
oder gar bei nominalen Merkmalen Anwendung.

4.1.11 Ubungsaufgaben zu den Lageparametern

e Herr B. ist selbststéandiger Statistiker und erwirtschaftet im Jahr 2000
wahrend der allgemeinen Bérsen-Euphorie mit Aktienanalysen ein Er-
gebnisplus von 35% im Vergleich zum Vorjahr. Im Jahr 2000 &ndern sich
die Voraussetzungen, ab dem 2.Halbjahr kann sich kaum noch jemand
fir Aktien begeistern. Dadurch ergeben sich natlrlich auch weniger Auf-
trage far Herrn B., er verzeichnet im Jahr 2001 ein Ergebnisminus von
ebenfalls 35%. Ist das Ergebnis seiner Statistik-Tatigkeit gleich hoch wie
wahrend des Aktien-Booms? Wie hoch ist die durchschnittliche Ergeb-
nisentwicklung innerhalb dieser zwei Jahre?

e Der Gummistiefel- und Teebeutelverkaufer Manfred M. betreibt einen
mobilen Verkaufsstand in der Ostfriesenstral3e, in der seine gesamte
Stammkundschaft wohnt. Bei genauer Kenntnis seiner Kundschaft und
deren Wohnsitze will er seinen Standort méglichst so wahlen, dass er
den Umsatz maximieren kann. Seine 15 Hauptkunden wohnen allesamt
in der OstfriesenstralBe, im k-ten Haus, das x; m vom Anfang der Stral3e
entfernt ist, wohnen n; seiner Stammkunden:
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zx [0 10 20 30 35 50
n, |3 4 1 2 3 2

In welcher Entfernung vom Anfang der OstfriesenstraBe wird Manfred
M. seinen Standort wéhlen?
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4.2 Streuung

Wahrend LagemaBe wie Mittelwerte typische Werte einer Stichprobe repra-
sentieren, treffen die Streuungsmafe eine Aussage darlber, ob die verschie-
denen Merkmalswerte dicht bei einem Mittelwert liegen oder sich in mehr oder
weniger groBen Abstanden davon befinden. Da Abstande aber nur fir kardi-
nale Merkmale sinnvoll zu definieren sind, kénnen auch die Streuungsmale
strenggenommen nur flr kardinale Merkmale sinnvoll definiert werden.

0.3 1 - 0.3 -
0.2 1 - 0.2 -
0.1 1 - 0.1 -
0 i T 0 T T I I
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
X X

Abbildung 7: Vergleich zweier Verteilungen mit dem gleichen arithmetischen
Mittel

4.2.1 Spannweite

Die Spannweite ist das primitivste Streuungsmaf, sie gibt die Differenz
zwischen dem gréBten und dem kleinsten Merkmalswert einer Stichprobe
(21, 3, ...x,) eine kardinalen Merkmals X an:

sw = max{xy, T, ...x,} — min{xy, z9, .2, }. (29)

Bei klassierten Daten ist das Maximum bzw. Minimum jedoch nicht bekannt,
hier wird die Spannweite als Differenz zwischen der oberen Klassengrenze
der obersten von £ Klassen =7 und der untersten Klassengrenze der ersten
Klasse z} definiert:

sw = xy — xy fur klassierte Daten in k Klassen (30)

48



4.2 Streuung

e Die Aussagekraft der Spannweite fir eine Stichprobe (z1, o, ..., x,) ist
sehr eingeschrankt, da sy nur aus zwei Werten dieser Stichprobe be-
rechnet wird: die einfache Berechnung wird mit einem hohen Informati-
onsverlust erkauft. Die Spannweite ist lediglich eine Angabe zur Gré3e
des Bereichs, aus dem die Stichprobenwerte stammen. Handelt es sich
bei einem der beiden Werte oder gar bei beiden um Ausreif3er, ist sy,
wenig aussagekraftig fur das zu analysierende Datenmaterial.

Altersverteilung fiktive Altersverteilung
8 - 8 -
7 - 7 -
6 - 6 -
5 - 5 -
= =
< <
E 4 — = E‘ 4 — |-
< <
3 - 3 -
2 - 2 -
N | ‘ ‘ I N | ‘ ‘ | I
0 T i T T T i 0 i !
18 21 24 27 30 33 36 39 18 21 24 27 30 33 36 39
Alter (Jahre) Alter (Jahre)

Abbildung 8: Stabdiagramme zweier Verteilungen gleicher Spannweite

Das linke Stabdiagramm zeigt wieder die relativen Haufigkeiten f; der
Lebensalter im Kurs, wahrend das rechte Diagramm eine fiktive Alters-
verteilung mit derselben Spannweite von sy = 39 — 19 = 20 Jahren
zeigt. Ohne den Ausrei3er von 39 Jahren bei der linken Verteilung be-
trige die Spannweite nur 8 Jahre, was die geringere Streuung der Le-
bensalter dieser Personen besser wiedergeben wirde.

e Spannweiten verschiedener Stichproben unterschiedlichen Umfangs
lassen sich nicht miteinander vergleichen, da bei der Berechnung der
Spannweite die GrdoBe des Stichprobenumfangs nicht beriicksichtigt
wird.

4.2.2 mittlere absolute Abweichung

Es liegt nahe, die Streuung unter den Merkmalswerten (x1, xo, ..., z,,) eines
kardinalen Merkmals X mittels der Summe der Abweichungen der Einzelwerte
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x; von einem Mittelwert, beispielsweise dem arithmetischen Mittel z, messen
zu wollen. Diese Summe der Einzelabweichungen

n

Z(%‘ —I)

i=1

ist jedoch nach Gleichung (10), begriindet in der Schwerpunkteigenschaft des
arithmetischen Mittels, stets Null - positive und negative Abweichungen heben
sich in der Summe auf.

Um ein MaB3 fir die Summe der Abweichungen vom Mittelwert zu erhalten,
kénnen die Absolutbetrage dieser Abweichungen benutzt werden. Dies ge-
schieht bei der Berechnung der mittleren absoluten Abweichung der Merk-
malswerte (x1, s, ..., x,) eines kardinalen Merkmals X vom arithmetischen
Mittel =

1 n
dj::_ 2'__- 31
n;\x 7| (31)

bzw. bei der mittleren absoluten Abweichung vom Median z;:
1 _
dy, = E;\xi—xﬂ. (32)

Oft wird das zweite Mal3 bevorzugt, weil der Median z; diese Summe der
absoluten Abweichungen minimiert (siehe Eigenschaften des Medians).

Wegen der Betrage werden die Werte der beiden MaBe nicht negativ. Sie
kdnnen nur dann den Wert Null annehmen, wenn alle Einzelwerte identisch
sind - damit ist automatisch auch der jeweilige Mittelwert festgelegt. In diesem
Fall mit

$1:I2:...:$n25szw. Ty

verschwinden alle Differenzen in den Definitionen und (32). Es gibt natir-
lich keine Streuung unter den Merkmalswerten, was sich folgerichtig im Wert
Null der beiden Streuungsmafe niederschlagt.

Beispiel: Berechnung der mittleren absoluten Abweichungen vom
Median und arithmetischen Mittel.

Der Median der Altersverteilung m Kurs hat einen Wert von 21
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Jahren (vgl. Abschnitt [4.1.6). Die mittlere absolute Abweichung der
Lebensalter vom Median in Jahren betragt

1
dz, = 55(2- 119 = 21[ +3- 20 — 21| +6 - [22 — 21|

1
+ 125 — 21| + |27 — 21| + |39 — 21]) = % 39 ~ 1.77.

Die mittlere absolute Abweichung vom arithmetischen Mittel z = 22,23
Jahre ist wie in den meisten Fallen ahnlich, aber etwas gréBer:

1
dz = 5(2 119 — 22.23| + 3 - |20 — 22.23| + 8 - |21 — 22.23| + 6 - |22 — 22.23|
1
+ 125 — 22.23| + |27 — 22.23| 4+ |39 — 22.23|) = 23 23.19 ~ 2.21.
Sind fir m < n verschiedene Einzelwerte (z1, 3, ..., z,,) die absoluten bzw.

relativen Haufigkeiten (hq, ha, ..., hy,) bzw. (f1, fo, ..., fm) gegebe, so kdnnen
die mittleren absoluten Abweichungen folgendermafen berechnet werden:

1 & -
dy = =Y |w; = Z[ - hibzw. dy == > | — 2| - f; (33)
n
i=1 =1
und
1 & -
dz, ::EZ|xi_ffZ|'hi bzw. dz, :ZW—QEZ"JC%‘ (34)
=1 =1

Zur Berechnung sowohl der mittleren absoluten Abweichungen vom arith-
metischen Mittel als auch vom Median werden alle Werte der Stichprobe
(21, x9, ..., z,,) verwendet. Bei der Berechnung dieser beiden Mafe wird also
im Gegensatz zur Spannweite keine Information mi3achtet. AufB3erdem soll-
te ein zum Vergleich der Streuungen verschiedener Stichproben konzipiertes
Streuungsmal sinnvollerweise den Umfang der jeweiligen Stichprobe berlck-
sichtigen. Das ist bei den beiden MafBen und der Fall. Das am
meisten verwendete Streuungsmaf ist allerdings die empirische Standardab-
weichung, die ganz wesentlich auf der empirischen Varianz basiert.

4.2.3 empirische Varianz und Standardabweichung

Die durchschnittliche quadratische Abweichung der Einzelwerte einer Stich-
probe (z1, xs, ..., x,) von Merkmalswerten eines kardinalen Merkmals X vom
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arithmetischen Mittel 7 wird als die empirische Varianz s* bezeichnet:
st = 1 zn:(xl —z)? (35)
n =1

Mit Hilfe der 2. binomischen Formel kann die empirische Varianz umgeschrie-
ben werden:
1 n

1'I’L
2 )2 2 = 2
__E/‘ i — __E/‘ 2 _ 9,
5 "< 1(9@ ) (x; ;T + T°)

n <
=1

= (%ixf) — 2z <%Zixz> —i—%-njz,

wobei der mittlere Term wegen 1/n " z; = z genau —2z? ergibt und der letzte
Term sich auf z? reduziert. Damit ergibt sich eine analoge Formel

1 n
2 2 —2
= — E | — 36
s - <i21 :1:1> z°, (36)
die sich meist einfacher berechnen lasst.

Die empirische Varianz s, nimmt genau dann den Wert Null an, wenn jede ein-
zelne der quadratischen Differenzen verschwindet. Das ist dann und nur dann
der Fall, wenn alle Merkmalswerte identisch sind. In diesem Fall existiert keine
Streuung unter den Merkmalswerten, es ist in nur ein Merkmalswert vorhan-
den, der dann auch das arithmetische Mittel darstellt. Wie bei den mittleren
absoluten Abweichungen vom Median bzw. vom arithmetischen Mittel ist der
Wert Null bei der empirischen Varianz der einzige ausgezeichnete Wert: er
charakterisiert eine Situation ohne Streuung. Dies stellt aber eine héchst sel-
tene und unter statistischen Gesichtspunkten eher langweilige Situation dar.

Sind flr die m < n tatsdchlich verschiedenen Einzelwerte (z1, o, ..., x,,) die
absoluten bzw. relativen Haufigkeiten (hq, ho, ..., hy,) bzw. (f1, fo, ..., fm) ge€-
geben, kann die empirische Varianz wie folgt bestimmt werden:

bzw.
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4.2 Streuung

Wiirde mit dem kardinalen Merkmal X zum Beispiel die KérpergréBe in Meter
bezeichnet, ware die empirische Varianz s? von der Dimension 'Kdrpergroe
im Quadrat’ und hatte die Einheit m?, also die Einheit einer Flache! Das kann
nicht sinnvoll sein - die empirische Varianz ist daher ein nicht zu interpretie-
rendes Maf3. Stattdessen stellt die Wurzel aus der empirischen Varianz ein
interpretierbares Maf3 dar, das als empirische Standardabweichung bezeich-

net wird.

Beispiel: Berechnung der empirischen Varianz und Standardabwei-
chung.

Das bereits bekannte arithmetische Mittel der Altersverteilung im
Kurs (s. Tabelle 1) betragt 22.23 Jahre. Damit kann die empirische
Varianz s* nach Formel berechnet werden:

1
s = E[Q (19— 22.23) +3 - (20 — 22.23)* + 8 - (21 — 22.23)* + 6 - (22 — 22.23)°

+ (25 — 22.23)% + (27 — 22.23)% 4 (39 — 22.23)?] ~ 16.36.

Zur einfacheren Berechnung kann natirlich genausogut die zweite Form
herangezogen werden:

1
32:5(2-192+3-202+8~212+6-222

+ 257 + 277 + 39%) — 22.23% ~ 16.36.

Das Ergebnis fir die Varianz betragt 16.36 Jahre im Quadrat. Interpre-
tierbar ist allerdings die Standardabweichung als Wurzel der Varianz.
Die Standardabweichung (die Wurzel der durchschnittlichen quadrati-
schen Abweichung der einzelnen Werte vom arithmetischen Mittel) be-
tragt in diesem Beispiel s = 4.04 Jahre.

Definition der empirischen Standardabweichung

Die empirische Standardabweichung s ist definiert als die positive Quadrat-

wurzel der empirischen Varianz:

s::\/s_2>0
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4.2 Streuung

e Nicht-Negativitat: die empirische Varianz als Summe lauter quadrati-
scher Terme sowie die Wurzel daraus, die empirische Standardabwei-
chung, sind stets gréB3er oder gleich Null. Beide Mal3e weisen nur dann
einen Wert von Null auf, wenn alle Merkmalswerte eines kardinalen
Merkmals identisch sind. Dies zeichnet den Wert von Null als einzigen
aller Werte aus, den beide MafBe annehmen kénnen. Ublicherweise sind
jedoch die Werte der empirischen Varianz und Standardabweichung von
Null verschieden, weil immer eine gewisse Streuung unter den Merk-
malswerten einer Stichprobe vorhanden ist (andernfalls benétigt man
eigentlich keine Statistik).

e Transformationseigenschaften von empirischer Varianz und Standard-
abweichung: geht ein kardinales Merkmal Y durch eine allgemeine li-
neare (und reelle) Transformation aus einem kardinalen Merkmal X her-
vor, dessen arithmetisches Mittel z und empirische Varianz s% bekannt
sind, so kann die empirische Varianz s2. des Merkmals Y aus der em-
pirischen Varianz s3 des Merkmals X berechnet werden, ohne dass
die einzelnen Werte z; einer Stichprobe (.1, zs, ..., ,,) durch die lineare
Transformation y; = a + b - x; in jeweils einen Merkmalswert des Merk-
mals Y umgerechnet werden:

sy = b% - s%. (40)

Fir die Stichprobe (,1, y2, ..., y,) ergibt sich nach einer linearen Trans-
formation der Einzelwerte die folgende empirische Varianz s%.,

I )
sy = n Z(yl -9)
=1

1 1<

= —Z[(a—i—b-xi)—(a—i-b-f)P: —Zb2-(x,»—f)2 = b - 5%,
n =1 n =1

wobei die Transformationseigenschaft flr das arithmetische Mittel, § =

a+ b -z (Formel (11)) und die Definition der empirischen Varianz

verwendet wurde. Aus (40) ergibt sich durch Wurzelzieherf]

Sy = /8% =/b*- % = |b] - sx

2Die empirische Standardabweichung ist als die positive Quadratwurzel der empirischen
Varianz definiert. Daher muss fir die Berechnung mit beliebigem b der Betrag benutzt werden.
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4.2 Streuung

Beispiel: Lineare Tranformation der Standardabweichung

Gemessene Werte in Zoll (X) lassen sich durch die genadherte
Transformation
Y=25-X

in Werte in cm (Y)) umrechnen. Es handelt sich hierbei wieder um eine
lineare Transformation, allgemein durch y = a + b - x, wobei hier das
konstante Glied a verschwindet, es gilt b = 2.5.

Einige der Felgen auf dem Hof des 6rtlichen Autoh&ndlers haben die
folgenden Durchmesser:

Y[incm] |35 37.5 40 37.5 42.5
X[nZoll|14 15 16 15 17

Das arithmetische Mittel der FelgengréBen betragt z = 15.4Zoll, die
Standardabweichung s, = 1.0198Zoll. Das arithmetische Mittel in cm
erhalt man nach Definition als
1
y= 5 (354 37.5 4+ 40 4 37.5 + 42.5) = 38.5,

die Standardabweichung als

1
Sy = \/5 (352 + 37.5% + 402 + 37.5%2 4 42.52) — 38.52 = 2.55

Einfacher ist es aber, das arithmetische Mittel und die Standardabwei-
chung in cm durch die lineare Transformation aus den bereits bekannten
Werten flr das arithmetische Mittel z und die Standardabweichung s, in
Zoll zu berechnen:

y=a+br=25-154=385und s, = |b| - s, =2.5-1.0198 = 2.55

4.2.4 Variationskoeffizient

Wie die Spannweite und die mittleren absoluten Abweichungen vom arithme-
tischen Mittel oder vom Median ist auch die empirische Standardabweichung
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4.2 Streuung

ein Maf fiir die absolute Streuung. Diese Maf3e sind im Allgemeinen dimen-
sionsbehaftet sie hangen von der Einheit, in der ein Merkmal gemessen wird,
ab. Relative Streuungsmalf3e sind dagegen dimensionslos. Ein Beispiel eines
solchen relativen MalB3es ist der Variationskoeffizient.

Definition des Variationskoeffizienten

Far ein kardinales Merkmal X mit arithmetischem Mittel z und empirischer
Standardabweichung sx ist der Variationskoeffizient vx definiert durch

Vx ‘(= —, (41)

das absolute Streuungsmaf sx wird ins Verhaltnis zum durchschnittlichen Ni-
veau - ausgedruckt durch das arithmetische Mittel - des Merkmals X gesetzt.
Der Variationskoeffizient vy ist als Quotient zweier Gré3en gleicher Dimension
und Einheiten dimensions - und einheitenlos.

Beispiel: Variationskoeffizient

Die Streuung der Daten zur Felgengré3e im letzten Beispiel ist natirlich
unabhangig von der Wahl der Messung in cm oder Zoll. Die beiden
unterschiedlichen Werte s, = 1.0198 Zoll bzw. s, = 2.55cm fur die
Standardabweichung scheinen aber etwas anderes nahezulegen (fak-
tisch bedeutet die lineare Transformierbarkeit der Standardabweichung
eben gerade, dass die Streuung dieselbe ist).

Der Grund dafur ist, dass die Standardabweichung ein MaB fur die ab-
solute Streuung ist, dessen Wert von der gewahlten Einheit abh&ngt, in
der das untersuchte Merkmal (die Felgengréf3e) gemessen wird. Der
in cm gemessene Wert s, = 2.55 ist groBer als der in Zoll gemessene
Wert s, = 1.0198, weil die Felgengré3en in cm gréBere Zahlenwerte
aufweisen als die in Zoll gemessenen Werte.

Dieser Skaleneffekt kann dadurch vermieden werden, dass relative an-
statt absoluter StreuungsmaBe verwendet werden. Ganz allgemein
setzen relative Streuungsmafe absolute Streuungsmafe ins Verhaltnis
zum durchschnittlichen Niveau, das ein untersuchtes Merkmal aufweist.
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4.3 Schiefe

Ein Beispiel fur ein solches relatives Streuungsmaf ist der Variations-
koeffizient: er ist fir die (an der gleichen statistischen Gesamtheit er-
hobenen) Merkmale X und Y identisch, da es sich bei den beiden um
denselben Sachverhalt handelt:

S 1.0198 Zoll Sy _ 2.55cm

2o . =6.6 =Y —
T 1sazon 060 %, vy 4y 38.5cm

Ux = = 0.066 =
Diese Zahl lasst sich folgendermal3en interpretieren: die empirische
Standardabweichung der FelgengréBen der untersuchten Felgen be-
tragt 4% des Mittelwertes. Es spielt dabei keine Rolle, in welchen Ein-
heiten die betrachteten Merkmale gemessen werden.

4.3 Schiefe

Ob eine Verteilung als symmetrisch oder unsymmetrisch bzw. schief zu be-
zeichnen ist, kann anhand von Stab- und Balken-Diagrammen bzw. Histo-
grammen sehr leicht ermittelt werden. Beispielsweise sind die beiden in Abb.
[7|dargestellten Verteilungen symmetrisch. Die in Abb. [9gezeigte Altersvertei-
lung wird als schief - insbesondere als linkssteil oder synonym als rechtsschief
- bezeichnet. Eine einfache Mdglichkeit zur Einschatzung der Schiefe eingipf-
liger Verteilungen, welche durch die Eindeutigkeit des Modus charakterisiert
sind, bietet die folgende Faustregel, die als Kriterium Beziehungen zwischen
dem arithmetischen Mittel z, dem Median z; und dem Modus z,, benutzt:

FECHNERsche Lageregel: ist eine eingipflige Verteilung

linkssteill, sogiltinder Regel = > 77 > Ty
rechtssteil, sogiltinder Regel = <7, <Zy
symmetrisch, so gilt immer T=Ty; =2y

Aufgrund der allgemein gultigen Regel * = z; = x,; bei symmetrischen,
eingipfligen Verteilungen sind bei Kenntnis des arithmetischen Mittels einer
symmetrischen Verteilung auch Modus und Median bekannt.

Linkssteile bzw. rechtsschiefe Verteilungen sind von grof3er empirischer Be-
deutung. Beispielweise sind Verteilungen, welche Einkommens- und Verméo-
gensverhaltnisse unterschiedlicher Personengruppen wiedergeben, typischer-
weise linkssteil. Charakteristisch fir diese Verteilungen ist insbesondere, dass
der Median z; kleiner als das arithmetische Mittel x ist: wenige Bezieher ho-
her Einkommen verleihen dem arithmetischen Mittel einen hohen Wert z, wéh-
rend sich die groBe Masse der Einkommensbezieher am unteren Rand einer
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4.3 Schiefe

Altersverteilung
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Abbildung 9: die Altersverteilung im Kurs ist linkssteil bzw. rechtsschief. Mit
den bereits bestimmten Werten z = 22.48,z, = 21 und ), = 21
ergibt sich die Ungleichung x > 7 > Z .
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4.3 Schiefe

typischen Einkommensverteilung konzentriert. Rechtssteile bzw. linksschie-
fe Verteilungen sind hingegen tendenziell dadurch charakterisiert, dass der
Median 7 groBer als das arithmetische Mittel 7 ist.

MaBzahlen zur Quantifizierung der Schiefe einer Verteilung stitzen sich auf
das dritte zentrale Moment]

4.3.1 Statistische Momente

Geht man von einer Stichprobe von n verschiedenen Einzelwerten
(21,22, ...,z,) aus, so ist das statistische Moment r-ter Ordnung um einen
festen Bezugspunkt a definiert durch

1 T
m,(a) = — Z(ml —a)". (42)
=1
Is der Bezugspunkt a = 0, so spricht man vom gewdéhnlichen Moment r-ter
Ordnung

m(0) = % S, (43)
=1

das arithmetische Mittel der Merkmalswerte (z1, zs, ..., x,,) ergibt sich damit
als ein spezielles statistisches Moment - es ist das gewdhnliche Moment erster
Ordnung (mita = 0 und r = 1):

m1(0) := %le =T, (44)
i=1

und damit das gewdhnliche Moment mit der gréBten Bedeutung. Stellt das
arithmetische Mittel x den Bezugspunkt a dar, so wird das Moment als zentra-
les Moment r-ter Ordnung bezeichnet:

mp(z) == (; - )" (45)
=1

Die empirische Varianz stellt also das zentrale Moment 2-ter Ordnung (auch
das zweite zentrale Moment genannt) dar

= 1 - =\2 2
ma (%) nZ(w ) =s (46)
Von den zentralen Momenten hat die empirische Varianz als zentrales Moment
2-ter Ordnung die gréBte Bedeutung.

3...selbst Statistiker haben ihre Momente!
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4.3 Schiefe

4.3.2 Streuungs- und SchiefemaBe

Streuungsmafe erlauben es, Aussagen Uber die Variabilitdt von Merkmals-
werten innerhalb einer Stichprobe zu treffen. Die Frage, welches Streuungs-
maf im Einzelnen heranzuziehen ist, kann dabei pauschal nicht beantwortet
werden. Prinzipiell unterscheidet man zwischen absoluten Streuungsmafen,
beispielsweise der Spannweite, den mittleren absoluten Abweichungen vom
Median bzw. dem arithmetischen Mittel oder der empirischen Varianz bzw.
Standardab weichung, und relativen Streuungsmafen, zum Beispiel dem Va-
riationskoeffizienten. Wahrend die absoluten Streuungsmaf3e im Allgemei-
nen dimensions- und einheitenbehaftet sind, besitzen relative Streuungsmalle
weder Dimension noch Einheit, da bei diesen ein absolutes StreuungsmaSS
auf einen Lageparameter bezogen wird (die beiden GréBen besitzen dieselbe
Einheit). Beim Variationskoeffizienten wird beispielsweise das Verhaltnis von
empirischer Standardabweichung und arithmetischem Mittel gebildet. Denk-
bar ware zum Beispiel auch das Verhéltnis von empirischer Standardabwei-
chung zum Median. Die groite Beliebtheit genief3t in der statistischen Litera-
tur die empirische Standardabweichung, wahrend die einfach zu berechnende
Spannweite ebenfalls oft Anwendung findet, allerdings bei der Existenz von
Ausrei3ern einen voéllig falschen Eindruck vermittelt. Allgemein gilt die folgen-
de Kette von Ungleichungen zwischen mittlerer absoluter Abweichung vom
Median, der empirischen Standardabweichung und der Spannweite:

dz, < s < sy (47)

Diese Ungleichung kann als einfacher Hinweis benutzt werden, ob die Stan-
dardabweichung korrekt berechnet wurde: Der Wert s muss kleiner sein als
der Wert sy, den die Spannweite aufweist. Sinnvollerweise sollten alle MaB3e
den Wert Null annehmen, wenn keine Streuung unter den Merkmalswerten
existiert, also alle Beobachtungen ein und denselben Wert haben. Dieser Fall
kommt jedoch in der Praxis normalerweise nicht vor. Ublicherweise weisen
die Beobachtungen in einer Stichprobe mehr oder weniger stark voneinander
abweichende Werte auﬂ Diese Streuung der Werte wird je nach Mal3 quanti-
fiziert durch die absoluten oder quadratischen Abstéande der Einzelwerte vom
gewahlten Bezugspunkt wie dem arithmetischen Mittel oder dem Median. Ein-
fache Differenzen der Merkmalswerte speziell vom arithmetischen Mittel sind
wegen der Schwerpunkteigenschaft des arithmetischen Mittels nicht geeignet,
sie heben sich in der Summe immer auf.

4Wenn die Beobachtungen einer Stichprobe keine Streuung aufweisen, ist strenggenom-
men keine Statistik vonnéten.
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4.3 Schiefe

Streng genommen setzt die Berechnung von Streuungsmafen ein Vorliegen
kardinaler Merkmale voraus. Bei ordinalen Merkmalen kann man sich aber
mit HilfsgréBen wie beispielsweise dem Quartilsabstand - dem Abstand zwi-
schen oberen und unterem Quartil - zu behelfen. Bei kardinalen Merkmalen
hat der Quartilsabstand gegeniber der Spannweite den Vorteil, nicht anfallig
gegenlber Ausreif3ern zu sein.
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4.3 Schiefe

4.3.3 Ubungsaufgaben zu Streuungs- und SchiefemaBen

e Landtagswahlen in 7 fiktiven Bundeslandern einer féderalen Republik
brachten den Parteien A und B die folgenden Ergebnisse (in Prozent):

Bundesland \ 1 2 3 4 5 6 7
Partei A 5,6 6,3 6,6 6,9 7,1 7,6 6,1
Partei B 404 419 479 404 489 41,4 429

Die arithmetischen Mittel der Ergebnisse der beiden Parteien lauten
T = 6,6% fur die Partei A, §j = 43,4% fir Partei B. Gerno Osterwel-
le, Vorsitzender der Partei A behauptet wahrend eines Interviews trotzig:
“Unser Ergebnis ist in allen Landern ziemlich gleich, wahrend die Ergeb-
nisse der Partei B wesentlich weniger stabil sind.” Ist diese Behauptung
korrekt?

e Die Beschéftigten eines Unternehmens erhalten im Mittel einen Monats-
lohn von = = 2200 Euro bei einer Standardabweichung von sy = 800
Euro. Dank eines Wirtschaftsaufschwungs war die letzte Lohnverhand-
lung far die Mitarbeiter erfolgreich: Das Monatsgehalt jedes Beschaf-
tigten wird um 10% angehoben und es werden in Zukunft 960 Euro
Urlaubsgeld gewahrt. Wie andern sich Mittelwert, Varianz und Stan-
dardabweichung der Gehalter der Mitarbeiter sowie der Variationskoef-
fizient?

e Das Merkmal X besitze das arithmetische Mittel z und die Standardab-
weichung sx. Das Merkmal Y entstehe aus dem Merkmal X und der
linearen Transformation Y = b - X. Zeigen Sie, dass der Variationskoef-
fizient vy fir das Merkmal Y mit dem Variationskoeffizienten vx fir das
Merkmal X Ubereinstimmt. Trafe das auch zu, wenn die lineare Trans-
formation Y = a + b - X lauten wirde?
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4.4 Konzentration und Disparitat

4.4 Konzentration und Disparitat
Konzentration im 6konomischen Sinne kann zweierlei bedeuten:

e Die Konzentration von beispielsweise Marktanteilen, also von 6konomi-
scher Macht, auf genau eine Wirtschaftseinheit (Monopol) oder auf le-
diglich einige wenige Wirtschaftseinheiten (Oligopol).

e Die Existenz erheblicher Unterschiede zwischen den Anteilen von Wirt-
schaftseinheiten am Gesamtbetrag eines relevanten Merkmals wie bei-
spielsweise dem Umsatz.

Im ersten Fall ist das relevante Kriterium die geringe Anzahl an Wirtschaftsein-
heiten, also der Aspekt der absoluten Anzahl an Merkmalstragern (absolute
Konzentration oder Konzentration im engeren Sinne). Im zweiten Fall hinge-
gen ist der Aspekt der Ungleichheit (Disparitat) unter den Wirtschaftseinheiten
beziglich eines Merkmals, nicht aber deren absolute Anzahl (relative Konzen-
tration oder Konzentration im weiteren Sinne).

Beispiel: zur absoluten und relativen Konzentration.

Eine Aussage im Sinne einer relativen Konzentration ist beispiels-
weise: 2% der Bevolkerung lateinamerikanischer Staaten besitzen mehr
als 90% des Geldvermdgens dieser Staaten. In der Aussage tauchen
ausschlieBlich relative Werte (angegeben in Prozenten) auf: Diese
relativen Werte geben den Anteil am Gesamtwert des untersuchten
Merkmals (das Geldvermégen) an, den ein bestimmter Anteil von
Merkmalstragern aufweist.

Eine Aussage im Sinne der absoluten Konzentration ware dagegen:
Auf dem deutschen Energiemarkt haben nur zwei Konzerne zusammen
einen Marktanteil von etwa 80%. Die Merkmalstrager sind in absoluter
Anzahl angegeben, die Zahl ist zudem sehr gering.

Der Unterschied zwischen absoluter und relativer Konzentration wird beson-
ders deutlich bei der sogenannten Gleichverteilung, bei welcher der Gesamt-
wert eines Merkmals, beispielsweise das Geldvermdgen véllig gleichméaBig
auf alle einzelnen Merkmalstrager verteilt ist. Unabhangig von der Zahl der
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4.4 Konzentration und Disparitat

Merkmalstrager existiert bei einer Gleichverteilung per Definition keine relati-
ve Konzentration. Je kleiner aber dabei die Zahl der Merkmalstrager ist, desto
groéBer ist die absolute Konzentration.

Der folgende Abschnitt beginnt mit der Herleitung des wohl bekanntesten Un-
gleichheitsmaBes, dem GiNI-Koeffizienten. Seine Interpretation basiert auf
der Lorenzkurve, mit deren Hilfe Ungleichheit-Situationen illustriert werden
kénnen. In der Folge wird der HERFINDAHL-Index diskutiert, welcher wohl das
popularste Maf zur Erfassung absoluter Konzentrationen darstellt.

Statistische MaBe zur Messung relativer Konzentration bertcksichtigen nur
den Aspekt der Ungleichheit (Disparitat), wohingegen Mal3e zur Messung der
absoluten Konzentration neben der Disparitat auch den Aspekt der absoluten
Anzahl erfassen.

4.4.1 Lorenzkurve

Bei der Bestimmung einer relativen Konzentration oder der Ungleichheit geht
es um die Frage, ob ein groBer Anteil am Gesamtwert eines Merkmals wie
beispielsweise dem Energieverbrauch, um den es im folgenden Beispiel geht,
auf einen geringen Anteil aller Merkmalstrager entfallt.

Beispiel: fiktive Werte zum Energieverbrauch auf Gliese 581c.

Die Bevdlkerung des Exoplaneten Gliese 581c (GB fir Gliese-
Bevéolkerung) wird haufig in abwertender Weise aufgeteilt in die
sogenannte ’erste’, ‘zweite’ und ’dritte’ Welt, womit die Bevdlkerung der
Industrielander, der Schwellenldnder respektive der Entwicklungslander
gemeint ist. Der jahrliche Gliese-Energieverbrauch (GEV) teilt sich auf
diese drei 'Welten’ in etwa wie folgendermafen auf:

Anteil  kum. Ant. Anteil kum. Ant.
derGB derGB amGEV am GEV
i F; qi Qi (Fw z)
3. Welt(i=1) | 60% 60% 10% 10% (0,6;0,1
2. Welt (1 =2) | 30% 90% 30% 40% (0,9;0,4
1. Welt (i = 3) 10% 100% 60% 100% (1;1)

Ein geringer Anteil der Gliese-Bevdlkerung von etwa 10% der in den
Industrielandern lebenden Menschen beanspruchen demnach einen
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groBen Anteil, ca. 60% der jahrlich verbrauchten Energie, wahrend ca.
60% der Bevolkerung mit der geringen Menge von ca. 10% auskommt.

Die Lorenzkurve L wird konstruiert mit Hilfe der Eckpunkte (F;; Q);), allgemein
gebildet aus den kumulierten relativen Anteilen einer untersuchten Gruppe an
der Gesamtheit (im Beispiel die Bevdlkerung)

F=Y fi=F+fot .+ (48)
k=1
und deren kumuliertem Anteil
Qi= Gk=q+@+ .+ (49)
k=1

am Gesamtwert des betrachteten Merkmals. Ergéanzt werden diese Punkte
noch um den Ursprung (0;0) = (Fp; Qo), der den Ausgangspunkt der Lo-
renzkurve bildet. Die Lorenzkurve selbst besteht aus dem Polygonzug, der
die Punkte (Fy;Qo), ..., (Fi; @), ..., (Fy; @) durch Geraden miteinander ver-
bindet.

Beispiel: Lorenzkurve des Gliese-Energieverbrauchs.

Flr das obige Beispiel des Gesamtenergieverbrauchs auf Gliese 581c
lauten die Eckpunkte der Lorenzkurve: (Fp; Qo) = (0;0), (F1;Q1) =
(0,6;0,1), (F»; Q2) = (0,9;0,4) und (F3;Q3) = (1;1). Die Lorenzkurve
L verbindet nun diese Eckpunkte durch Geraden.
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Lorenzkurve des Energieverbrauchs
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Abbildung 10: Die Lorenzkurve zur lllustration des fiktiven Energiever-
brauchs.

Die Diagonale D im Schaubild ist die Kurve, die den Zustand der Gleichvertei-
lung darstellt. Je starker eine Lorenzkurve L von dieser Diagonalen abweicht,
desto gréBer ist die Ungleichheit innerhalb der Verteilung der Merkmale auf
einzelne Merkmalstrager. Mit anderen Worten: je gréBer die Abweichung der
Lorenzkurve von der Diagonalen, desto starker ist die relative Konzentration
(bezogen auf ein bestimmtes Merkmal) innerhalb der betrachteten Grundge-
samtheit.

4.4.2 GINI-Koeffizient

Ein Maf3 fir die Abweichung der Lorenzkurve L von der Diagonalen D (gewis-
sermafen den '‘Bauch’ der Lorenzkurve) ist der GINI-Koeffizient. Im extremen
Grenzfall, der in der Realitat allerdings nicht auftreten kann, entspricht die-
ser Bauch gerade der gesamten Flache unter der Diagonalen und damit der
Flache eines Dreiecks.

Der GINI-Koeffizient G mi3t die Flache zwischen der Diagonalen D und der
Lorenzkurve L und setzt sie ins Verhaltnis zur Fldche des Dreiecks unter der
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4.4 Konzentration und Disparitat

Diagonalen, die wegen der Konstruktion Uber kumulierte relative Werte den
Betragl/2 aufweist:

o Flache zwischen D und L B Flache zwischen D und L
~ Dreiecksflache unter D 1/2
= 2 - Flache zwischen D und L

(50)

Im Falle vélliger Gleichverteilung - bei der natirlich keine Konzentration vor-
liegt - weicht die Lorenzkurve nicht von der Diagonalen ab. Die Flache zwi-
schen der Diagonalen und der Lorenzkurve ist in diesem Fall Null, der Wert
des GiINI-Koeffizienten ist damit ebenfalls 0. Im Falle einer extremen Ungleich-
verteilung kommt die Flache zwischen der Diagonalen D und der Lorenzkurve
L der Dreiecksflache unter D sehr nahe, allerdings ohne sie jemals zu errei-
chen. Durch die Division durch die Zahl 1/2 (d.h. die Multiplikation mit 2)
besitzt der GiNI-Koeffizient die folgende Bandbreite:

0<G<1. (51)

Die Flache zwischen D und L, und damit den GiNI-Koeffizienten, gewinnt
man aus der Flache des Dreiecks unter der Diagonalen D durch Subtraktion
der Flachen aller Trapeze, die unterhalb der Lorenzkurve liegen. In Abb. |'ﬂ'|
ist eine Lorenzkurve mit der Konstruktion der Trapeze unter der Kurve exem-
plarisch dargestellt. Die FIache der einzelnen dargestellten Trapeze errechnet

Lorenzkurve des Energieverbrauchs Lorenzkurve des Energieverbrauchs
1 ) 1 L L L L
a) b)
0.8 0.8 -
1
0.6 Diagonale D 0.6 Diagonale D L
(o4

0.4 4

0.2 4

T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
F F

Abbildung 11: a) Herleitung einer Formel fiir den GiNI-Koeffizienten. b) Alterna-
tive Berechnung.
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4.4 Konzentration und Disparitat

sich aus der Lange der Grundseite F; — F;_1 = f;, multipliziert mit der durch-
schnittlichen Héhe (Q; + Q;-1)/2.

1
G=2- (5 — Summe der Flachen unter L (Trapeze))
2 "L Qi1+ Qi
=-_9. P
AP P

=1- Z [i(Qiz1 + @Q)) (52)
=1

Dabei gilt fur die Eckpunkte der Diagonalen D immer Qo = 0, Fy = 0 und
Q.=1F, =1

Beispiel: Ungleichheit beim fiktiven Energieverbrauch auf Gliese 581c.

Der GiINI-Koeffizient fir unser Beispiel des fiktiven Energieverbrauchs
der Bevllkerung des Exoplaneten ergibt sich nach der hergeleiteten

Formel zu

G = 1—Zn: fi(Qi—1+Qi) =1—(0.6-0.1+0.3- (0.1 4+ 0.4) +0.1- (0.4 + 1))

i=1

=1-06-0.1-03-(0.1+04)—0.1-(0.4+1) =0.65

Als Alternative lasst sich der GINI-Koeffizient auch berechnen, indem von der
Summe der Flachen der Trapeze oberhalb der Lorenzkurve die Flache des
Dreiecks oberhalb der Diagonalen abgezogen wird. So errechnet sich die
Flache des in Abb. b) skizzierten Trapezes Il beispielsweise, indem die
Lange der Grundseite (auf der y-Achse) Q; — Q);_1 = ¢; mit der mittleren Héhe
(Fi_1 + F})/2 multipliziert wird

n

1 F, 1+ F;
=2. Flach T i :2.§:i—_1_
G ( Summe der Flachen der Trapeze 2) 2 q 5

= q(Fa+ F) -1 (53)
=1

68



4.4 Konzentration und Disparitat

Beispiel: Marktmacht innerhalb einer Branche

Die funf Hersteller von Kolbenrickholfedern in den USA erzielten
im vorigen Jahr die folgenden Umsétze:

‘ Uy U, U3 Uy U5 ‘Summe
Umsatz | 600 1500 900 1800 1200 | 6000

Ordnet man die Unternehmen nach der GréBe des Umsatzes und ermit-
telt die Anteile an der Gesamtheit sowie die Marktanteile (MA) in abso-
luter und kumulierter Form, so ergibt sich das folgende Bild:

Umsatz fi=1 Fi=i-- MA kum.MA (F;Q;)
600 20% 20% 10% 10%
900 20% 40% 15% 25%

(i=1) ( )
(i =2) ( )
s(i=3) 1200  20%  60%  20%  45%  (0.6;0.45)
(i =4) ( )
(i =5) ( )

1500 20% 80% 25% 70%
1800 20% 100% 30% 100%

Aus diesen Daten kann nun mithilfe der Formel der gesuchte Wert
des GiNI-Koeffizienten berechnet werden. Benétigt werden lediglich die
Anteile an der Gesamtheit f; (im Beispiel sind alle f; = 20%) sowie die
kumulierten Marktanteile Q;:

G=1- Zfz(@z—l + Q)
=1
weil alle f; gleich

=1-fi Z(Qi—l + Qi)

i=1
—1-02-(0.1+ (0.1 +0.25) + (0.25 + 0.45) + (0.45 + 0.7) + (0.7 + 1))
—1-02:2-(0.1+0.25+0.45+ 0.7+ 1/2) = 0.2

Der Wert G = 0.2 des GINI-Koeffizienten deutet auf eine relativ ge-
ringe Konzentration des Umsatzes in der Branche hin. Dabei muss
aber berlcksichtigt werden, dass der maximale Wert Gh.x des GINI-
Koeffizienten von der Zahl der untersuchten statistischen Einheiten n
abhangt, fur unseren Fall von 5 Unternehmen ergibt sich ein maximaler
GiNI-Koeffizient von Gmax (5) = 0.8. Diesen Wert wiirde man erhalten,
wenn sich der gesamte Umsatz der Branche auf ein einziges Unterneh-
men konzentrierte.
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4.4 Konzentration und Disparitat

4.4.3 Maximalwert des GINI-Koeffizienten

Maximalwert des Gini-Koeffizienten

0.8 1 r

0.6 Diagonale D L

0.4 1

0.2 1

1-1/n

=

Abbildung 12: zur Bestimmung des Maximalwerts des GiNI-Koeffizienten

Abb. [T2] zeigt eine Lorenzkurve fir den (wenig realistischen) Fall, in dem sich
der Gesamtwert eines Merkmals auf eine einzelne aus n untersuchten statis-
tischen Einheiten konzentriert. In diesem speziellen Fall 1&sst sich der GINI-
Koeffizient relativ leicht berechnen, indem von der Flache 1/2 des Dreiecks
unterhalb der Diagonalen D die Flache des Dreiecks unter der Lorenzkurve L
abgezogen wird:

1 11 1 n—-1
—92.([Z—-2.2. —1_ - = '
Gmax (n) (2 5 n 1> 1 0 n (54)
Damit bewegt sich der Wert des GiNI-Koeffizienten G im Intervall
o<a<tt
n

Es ist sofort ersichtlich, dass der Wert des GINI-Koeffizienten den Wert 1 nicht
Uberschreitet. Er erreicht ihn bei einer endlichen Zahl untersuchter Einhei-
ten aber auch nie, selbst wenn sich das untersuchte Merkmal auf eine dieser
Einheiten konzentriert. Im Beispiel der n = 5 Unternehmen kann der GiNI-
Koeffizient maximal (5 — 1)/5 = 0.8 erreichen, sofern sich der gesamte Um-
satz auf ein einzelnes Unternehmen konzentriert - intuitiv erwartet man hier
bei vollstandiger Konzentration einen Wert von 1. Der berechnete Wert sug-
geriert also eine etwas geringe Konzentration als in der Realitat vorhanden.
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4.4 Konzentration und Disparitat

4.4.4 normierter GINI-Koeffizient

In Relation zum Maximalwert Ghax des GiNI-Koeffizienten beschreibt der er-
mittelte Wert GG eine groBere Konzentration als der reine Zahlenwert erwarten
lasst. Im Beispiel steht der ermittelte Wert von G = 0.2 fir eine Konzentration
von 02 5-0.2

e 2t .95,

4/5 4
Diese Uberlegung legt die Bildung eines normierten GiNi-Koeffizienten Grom
nahe, der durch Division des GiNI-Koeffizienten GG durch seinen Maximalwert
Gmax gebildet wird:

G n—1

Gnorm = Gmax (n) = n -G (55)

Damit gilt fir den Wertebereich des normierten GiNI-Koeffizienten
O S Gnorm S ]-

0 bei bei gleichmaBiger Verteilung der Merkmalswerte

wobei G =
norm { 1 bei vollstandiger Konzentration

Mit Hilfe des normierten GiNI-Koeffizienten lasst sich der Grad der relativen
Konzentration bzw. Ungleichheit zwischen zwei Stichproben unterschiedlichen
Umfangs n miteinander vergleichen. Bei Stichproben mit groBem Umfang ist
die normierung des GiNI-Koeffizienten jedoch oft nicht nétig, denn es gilt fur
den Normierungsfaktor

n

— 1 fOr n — 09,

n—

so dass der normierte GiINI-Koeffizient fur grof3e n gegen den Wert des GINI-
Koeffizienten strebt. Eine Normierung kann auBerdem nur dann vorgenom-
men werden, wenn der Umfang der Stichprobe n bekannt ist - beispielsweise
auf Basis einer relativen Haufigkeitsverteilung kann zwar der GiNI-Koeffizient
G, nicht aber der normierte GiNI-Koeffizient Gn,ax berechnet werden.

4.4.5 absolute Konzentration: der HERFINDAHL-Index

Der HERFINDAHL-Index ist das bekannteste Maf zur Messung absoluter Kon-
zentrationen. Fir eine Stichprobe bestehend aus n verschiedenen statisti-
schen Einheiten, die auf die Merkmalswerte x1, zs, ..., x,, eines Merkmals X
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4.4 Konzentration und Disparitat

untersucht werden, ist der HERFINDAHL-Index definiert als
Hi=¢+¢+..+d =) 4. (56)
=1

wobei ¢; der Anteil am Gesamtwert des Merkmals X ist, der auf die statistische

Einheit ¢ entfallt:
ZT; Z;
qi ‘= ~ :
1+ 2To+ ...+ Ty
T;

Beispiel: Konzentrationsmessung.

In einem Markt seien finf Unternehmen mit den Marktanteilen
60%, 10%, 5%, 20% und 5% tatig. Der GINI-Koeffizient berechnet sich
nach Gleichung (52):

G=1-> fi(Qi-1+Q:) mit Qi=>
=1 k=1

Da die einzelnen f; = f = 0.2 hier alle gleich sind, ergibt sich fir den
GiINI-Koeffizienten

G=1-F> (Qi1+Q)
=1
=1-0.2-[(0+0.05) 4+ (0.054+0.1) + (0.1 +0.2) + (0.2 4+ 0.4) + (0.4 + 1)]
=0.2-25=0.5.

Der HERFINDAHL-Index zur Messung der Konzentration in diesem Markt
betragt fur unser Beispiel

H = (0.6)>+ (0.1)* + (0.05)* + (0.2)* + (0.05)* = 0.415

e beiden Unternehmen mit dem geringsten Marktanteil beschlieBen eine
Fusion, um sich besser im Markt zu positionieren. Nach der Fusion
waren dann nur noch 4 Unternehmen am Markt, der HERFINDAHL-Index
betriige dann

H = (0.6)*+2-(0.1)*+ (0.2)* = 0.42,

t sich gegentber dem Wert vor der Fusion leicht erhéht (die absolute
Konzentration ist gestiegen, weil weniger Unternehmen am Markt sind).
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4.4 Konzentration und Disparitat

Der GiNI-Koeffizient weist dagegen nach der Fusion einen geringflgig
kleineren Wert auf:

G=1-025-[(0+0.1)+ (0.1 +0.2) + (0.2+0.4) + (0.4 + 1)] = 0.4,

da durch die Fusion zwei Unternehmen mit einem Marktanteil von je-
weils 10% entstanden sind, wahrend die beiden Unternehmen mit einem
Anteil von je 5% verschwunden sind. Obwohl das Unternehmen mit 60%
Marktanteil weiterhin ein deutliches Ubergewicht besitzt, hat sich durch
die Fusion die Ungleichheit leicht reduziert.

Sind die Anteile von n statistischen Einheiten am Gesamtwert eines unter-
suchten Merkmals X allesamt gleich grof3 (1 = 22 = ... = x,,), SO ergibt sich
fir die einzelnen ¢; ein Wert von

T I

1
qZ: = :—7
1+ X2+ ... + X, n-x n

fir den HERFINDAHL-Index ergibt sich dann ein Wert von

"L 1) 1\* 1
EIORNORT
: n n n
=1
Je kleiner die Zahl der betrachteten statistischen Einheiten, desto gréBer ist
der HERFINDAHL-Index H. Im Fall extremer Konzentration vereinigt eine einzi-
ge statistische Einheit den gesamten Wert des Merkmals auf sich - in diesem
Fall ist der Anteil dieser statistischen Einheit am Merkmalswert ¢, = 1, die

Anteile der anderen betrachteten Einheiten verschwinden g;+, = 0. Fir den
Herfingahl-Index bedeutet dies

H=qgG+ > ¢=1+ Y 0=L1
i=1jik i=1;ik

Der Wertebereich des HERFINDAHL-Index erstreckt sich natrlich vom Wert fiir
den Fall vélliger Gleichverteilung bis zu seinem Wert bei vélliger Konzentrati-
on:

I/n<H<LI, (57)

je gréBer der Wert des HERFINDAHL-Index, desto gréBer ist die Konzentration.
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4.4 Konzentration und Disparitat

Beispiel: HERFINDAHL-Index und Fusionen.

In einem Markt mit n unterschiedlichen Unternehmen, die die
Marktanteile (g1, qo,...q,) besitzen, soll das Unternehmen &k mit
dem Unternehmen k + 1 fusionieren. Bei dieser Fusion nimmt die
absolute Konzentration zu (das letzte Beispiel hat gezeigt, dass dies
fir die relative Konzentration nicht unbedingt der Fall sein muss). Die
Zunahme der absoluten Konzentration spiegelt sich in der Zunahme
des HERFINDAHL-Index wieder:

H = g+ .+ (et @)+ A+ = G+ FG+  20@t1 G+t
——

zusatzlicher Term >0

Der zusétzliche Term 2q;qx+1 ist immer positiv, wenn die Marktanteile ¢
und ¢, 1 der beiden Unternehmen positiv sind.

Wenn insbesondere die Marktanteile aller Unternehmen vor der Fusion
gleich (¢1,¢2,...,¢,) = (1/n,1/n,...;,1/n) und damit H = 1/n, so ergibt
sich nach der Fusion von Unternehmen k£ mit Unternehmen £ + 1 der
HERFINDAHL-Index

H:(%>2+§(%)2:%+(n—1)'(%)2:%4-%.

=1

4.4.6 Ubungsaufgaben

e Zwei verschiedene Markte sollen jeweils von 10 unterschiedlichen Fir-
men beliefert werden. Die Marktanteile verteilen sich wie folgt:

Markt M; | 9 Firmen mit je 50/9% Anteil 1 Firma mit 50% Marktanteil

Markt M, | 5 Firmen mit je 2% Anteil | 5 Firmen mit je 18% Marktanteil

1. Zeichnen Sie fir die beiden Méarkte die Lorenzkurven.

2. Welcher der Markte kann im 6konomischen Sinne als konzentrier-
ter bezeichnet werden?

3. Berechnen Sie den GiNI-Koeffizienten fir die beiden Markte. Wel-
cher Schluss kann aus dem Ergebnis gezogen werden?
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4.4 Konzentration und Disparitat

e Der HERFINDAHL-Index als Maf fir absolute und relative Konzentration.
In einem Markt mit insgesamt 1000 Unternehmen soll auf 999 Unterneh-
men ein jeweils gleicher, aber verschwindend geringer Anteil entfallen -
diese Unternehmen sollen gemeinsam einen Marktanteil von insgesamt
1% haben. Das letzte Unternehmen soll sich den gré3ten Anteil von
99% gesichert haben. Zeigen Sie, dass der HERFINDAHL-Index, obwohl
bei einer Anzahl von insgesamt 1000 Unternehmen nicht von absoluter
Konzentration gesprochen werden kann, einen Wert nahe 1 anzeigt -
und damit trotzdem eine grof3e (relative) Konzentration anzeigt.
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5 Bivariate Verteilungen

Bisher wurden lediglich Verteilungen eines einzelnen Merkmals (z.B. die Kor-
pergrdBe bestimmter Personen) betrachtet. Liegen Stichproben vor, die meh-
rere Merkmalswerte erfassen (die prinzipiell voneinander abhangig sein kén-
nen), so spricht man von multivariaten Verteilungen. Der Einfachheit halber
werden wir uns hier auf Verteilungen zweier Merkmale, sog. bivariate Vertei-
lungen, beschranken. Die interessante Frage in der deskriptiven Statistik ist
hier natdrlich die nach der Beziehung der einzelnen Merkmale untereinander.

Eine Darstellungsform bivariater Beziehungen fur alle Arten von Merkma-
len sind zweidimensionale Haufigkeitstabellen, die Haufigkeitsvergleiche flr
Paare von Merkmalsauspréagungen erlauben, sogenannte Kontingenz- oder
Kreuztabellen. Die erhobenen Daten werden zweidimensional flr eines der
Merkmale in Zeilen, flir das zweite in Spalten dargestellt.

Merkmal Merkmal X
Y Ty ... T, x| D>
U1 hn hlj hlk ni.
U hil h'ij hzk ;.
U1 hml hmj hmk N,

In der Tabelle bedeuten x; die i-te Merkmalsauspragung (bzw. Merkmalswert)
des Merkmals X, h;; die absoluten Haufigkeiten, mit denen die Auspragung
x; und y; auftreten.

Durch diese Art der Darstellung lassen sich Haufungen von Paaren feststel-
len. Falls die erhobenen Merkmale unabhangig voneinander sind, erwartet
man bei einer solchen Auftragung von relativen Haufigkeiten dieselben Werte
in den jeweiligen Spalten bzw. Zeilen (eben gerade, weil die relativen Haufig-
keiten unabhangig vom jeweiligen zweiten Merkmal dieselben sind).
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Beispiel: Abhangigkeit der Mathematiknote vom Vertiefungsfach.

Untersucht werden soll die Abhangigkeit der Mathematiknote vom
jeweiligen Vertiefungsfach. Dazu wurden 25 Studenten zu ihrem Vertie-
fungsfach und zur im letzten Semester erzielten Mathematiknote befragt
und die Zahl der Studenten mit Vertiefungsfach Y und Mathematiknote

X notiert:

Mathematiknote Vertiefungsfach
Y Hallen-Halma Hakeln Zitronenfalten
2 1 6 3 10
3 4 3 3 10
4 0 1 4 5
> 5 10 10 25
Nach Berechnung der relativen Haufigkeiten ergibt sich das folgende
Bild:
Mathematiknote Vertiefungsfach
Y Hallen-Halma Hakeln Zitronenfalten
2 0,2 0,6 0,3 0,4
3 0,8 0,3 0,3 0,4
4 0 0,1 0,4 0,2
> 1 1 1 1

Innerhalb der Zeilen bzw. Spalten der Verteilung relativer Haufigkeiten
ergeben sich unterschiedliche Werte. Dies bedeutet, dass die Mathe-
matiknote, die ein Student im letzten Semester erzielte, von seinem Ver-

tiefungsfach abhing.
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Bei sehr vielen Beobachtungswerten oder stetigen Merkmalen ist meist eine
graphische Darstellung als Streudiagramm Ubersichtlicher. Dabei werden die
Merkmalswerte des Merkmals Y Uber denen des Merkmals X aufgetragen.

Abbildung 13:

Old Faithful Eruptions

1] 70 a0 40

Waiting Tirme Between Eruptions (Min)
an

Eruption Duration {Min)

Messwerte des Geysirs 'Old faithful’ zur Pause zwischen den
Ausbrichen und der Dauer der Ausbriche [1]. Die Verteilung
der Daten legt einen Zusammenhang zwischen Dauer und Pau-
se nahe.

In einer solchen Auftragung zeigt sich eine Abhangigkeit der Merkmale vonein-
ander in einer Haufung von Datenpunkten entlang von Geraden (bei linearer
Abhangigkeit) bzw. allgemeiner Funktionen (im Falle nicht-linearer Abh&ngig-

keiten).
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