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1 Einleitung

1.1 Was ist Statistik?

Diese einfach klingende kurze Frage ist alles andere als einfach zu beant-
worten. Wahrend die meisten Wissenschaften zumindest formal eine klare
Definition besitzen und sich deshalb eindeutig von anderen Wissenschaften
abgrenzen kénnen, gelingt dies bei der Statistik nicht so einfach. Ein An-
haltspunkt dafiir sind schon die vielen sehr unterschiedlichen Definitionen von
‘Statistik’, die in der Literatur zu finden sind.

In der deutschen Sprache hat das Wort ’Statistik’ unterschiedliche Bedeutun-
gen:

Statistik im Sinne einer Sammlung von Daten (Synonym fiir Tabelle)

Statistik im Sinne einer Kennzahl (aus dem englischen statistic)

Statistik als Aktivitat der Datensammlung oder -erhebung

Statistik als wissentschaftliche Disziplin, die Lehre von Methoden zum
Umgang mit quantitativen Informationen (Daten)

Wir werden hier die Definition des Duden (Das groBe Woérterbuch der deut-
schen Sprache) benutzen:

Statistik , die, -, -n: 1. Wissenschaft von der zahlenméBigen Erfassung, Un-
tersuchung u. Auswertung von Massenerscheinungen. 2. schriftlich
fixierte Zusammenstellung, Aufstellung der Ergebnisse von Massenun-
tersuchungen, meist in Form von Tabellen od. grafischen Darstellungen.

Die Bedeutung der Statistik liegt in ihrer Fahigkeit, komplexe Datenmengen
durch Reduktion verstandlich darzustellen und verallgemeinerte Schllisse von
vorhandenen Daten auf zukinftige Daten oder verallgemeinerte Populationen
zu liefern (ein bekanntes Beispiel hierftr sind Umfragen in der Politik). Die hau-
figsten Probleme sind dabei beschrankte Datenmengen (Stichproben). Die
Beschrankung der Datenmenge ist meist aus praktischen Griinden notwendig
(bei einer Umfrage Uber einzu erwartendes Wahlergebnis ist es beispielsweise
schlicht nicht méglich, alle Wahler in Deutschland zu befragen).
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1.2 Historisches

Grundkenntnisse der Statistik erméglichen es ...

kleine statistische Anwendungsprobleme mit den eigenen Daten selbst zu 16-
sen;

bei gréBeren Problemen sinnvoll mit einem beratenden Statistiker zusammen
zu arbeiten;

die Statistik in Veréffentlichungen (wenigstens in den Grundzligen) zu verste-
hen;

die vielen missbrauchlichen Anwendungen und Fehler leichter zu durchschau-
en und selbststandig zu beurteilen.

1.2 Historisches

Die Statistik hat zwei vollkommen unterschiedliche Wurzeln. Eine wichtige
Grundlage wurde bereits im 17.Jahrhundert mit der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung gelegt, als sich bedeutende Mathematiker wie Pascal oder Laplace und
Glucksspieler wie Girolamo Cardano fir die Mechanismen bzw. den Deter-
minismus von Glicksspielen zu interessieren begannen. Determinismus be-
deutet hier die Mdglichkeit, auch tber zuféllige Ereignisse sichere Aussagen
machen zu kénnen, wenn man diese Ereignisse nur oft genug wiederholt. Die-
se Moglichkeit war zuvor einfach nicht denkbar. Erst als die Vereinbarkeit von
Determinismus und Wahrscheinlichkeiten erkannt wurde, konnte die Wahr-
scheinlichkeitstheorie wissenschaftlich behandelt und entwickelt werden.

Der zweite wichtige Ausgangspunkt lag in der 'Zustandsbeschreibung des
Staates’ (lat. Status: Zustand). Bereits im 16. Jahrhundert wurden in vie-
len Pfarrgemeinden Geburten und Sterbefalle aufgezeichnet. Die Erhebung
dieser Daten war auch fir die Regierungen vieler Staaten von Interesse, wur-
de aber in verschiedenen Regionen mit sehr unterschiedlicher Konsequenz
und Genauigkeit vorangetrieben. Ab dem 19. Jahrhundert wurde die Wis-
senschaft Statistik mit der Griindung von statistischen Gesellschaften (v.a. in
England) erstmals institutionalisiert. Gleichzeitig war man sich einig, eine ganz
bestimmte Richtung vertreten zu wollen. Die Statistik sollte zu damaligen Zeit-
punkt moglichst objektiv neutrales Wissen ansammeln und Aufzeichnungen
zur Verfugung stellen, keinesfalls aber tber Ursachen und Wirkungen nach-
denken. Die Herausforderung bestand damals in der Verwaltung, Handha-
bung und v.a. Beschreibung groBBer Datenmengen. Selbstverstandlich wur-
den aber auch bereits zu dieser Zeit statistische Erkenntnisse als Grundlage
fiir wichtige Entscheidungen, etwa in der Okonomie oder der Gesetzgebung
verwendet.



1.3 Haufige Probleme der Statistik

1.3 Haufige Probleme der Statistik

Gibt es schlechte Statistik? Ja, leider nur allzuviel davon! Die Statistik erlaubt
es, groBe Mengen an erhobenen Daten einfach und verstandlich - oft in einer
einzigen Kennzahl ausgedriickt - darzustellen. Das genaue Vorgehen bei der
Erhebung von Daten, aber auch bei deren Weiterverarbeitung mittels statis-
tischer Modelle, bleibt dabei oft im Dunklen. Teils aus Unkenntnis, teils aber
auch beabsichtigt (mit Zahlen, die man durch Anfertigen einer eigenen Statis-
tik in die gewlinschte Richtung verandern kann, lasst sich vortrefflich Werbung
oder Politik machen) werden standig sachlich falsche oder zumindest schlech-
te, wenig aussagekraftige Statistiken in Umlauf gebracht. Einige Beispiele fur
schlechte Statistik:

Relevanz der Stichprobe: Jahr fir Jahr besagt die Statistik dass Auslander,
gemessen an ihrem Anteil an der Bevdélkerung, einen Uberproportional
hohen Prozentsatz der verurteilten Straftéter stellen.

Die Zahl stimmt - die Interpretation der Zahl durch (hauptséachlich) die
Boulevardpresse ist jedoch meist falsch. Denn mitgerechnet werden bei
den Auslandern auch Touristen, Durchreisende, illegal Eingewanderte,
Nato-Soldaten und Personen, die nur eingereist sind, um Straftaten zu
begehen. Ein weiterer sehr heikler Faktor der Berechnung: es werden
auch Straftaten gez&hlt, die Uberhaupt nur von Ausléandern begangen
werden kénnen: VerstdBe gegen das Auslédndergesetz und Asylverfah-
rensgesetz.

Ein weiteres Beispiel ist die Statistik zur Arbeitslosenzahl. Die von der
Arbeitsagentur veroffentlichten Zahlen decken sich nie mit denen des
statistischen Bundesamtes.

Kausalitat und Koinzidenz: Oft wird (beispielsweise in der Werbung) vom
gleichzeitigen auftretenzweier Tatbestande (Koinzidenz) auf eine Kau-
salitat zwischen beiden (ursachlicher Zusammenhang oder Beeinflus-
sung) geschlossen. Ein etwas konstruiertes Beispiel dafir ist die Ge-
schichte der Klapperstérche und der Geburtenrate. Nehmen wir mal
an, in Schweden sei die Geburtenrate besonders hoch, ebenso die Zahl
der Stérche. In einem Vergleichsort wie Berlin ist die Geburtenrate sehr
niedrig, und es gibt wenig Stérche. Daraus kdnnte man schlie3en, dass
die Stérche die Kinder bringen, und Tats&chlich gibt es hier und da eine
gleichzeitige Zunahme von Storchen- und Kinderzahl - aber beide Tat-
bestande hangen nicht ursachlich miteinander zusammen, sondern sind



1.3 Haufige Probleme der Statistik

jeder far sich die Folge einer dritten GréBe: In Schweden ist es beson-
ders landlich, Stérche haben auf dem Land gréBere Uberlebenschan-
cen, und Menschen kommen hier ebenfalls auf eine héhere Geburten-
rate als in GroBstadten.

Manner mit wenig Kopfhaar verdienen mehr Geld. Natirlich tun sie das
- Manner mit Haarschwund sind tendenziell alter und verdienen deshalb
meist mehr.

Es sterben mehr Menschen in Krankenh&usern als zu Hause. Natur-
lich ist das so - in Krankenh&usern befinden sich viele Erkrankte, deren
Sterberisiko hdher ist.

Umfragen und ihre Teilnehmer: Kritisch sollte man auch Statistiken begeg-
nen, die auf Umfragen beruhen. Wer im Yachthafen fragt: 'Wie viel ver-
dienen Sie im Monat?’, darf die Antworten nicht als reprasentativ fur die
ganze Bevdlkerung ansehen, weil Gberdurchschnittlich viele Gutverdie-
nende sich die Zeit am Wochenende beim segeln vertreiben.

Die amerikanische Militarregierung lieB nach dem Krieg in Deutschland
den Ernahrungszustand der Deutschen ermitteln und stellte daftir Waa-
gen an Bahnhofen und 6ffentlichen Platzen auf. Ausschlief3lich gesunde
Menschen gerieten in die Stichprobe, hungernde Bettlagerige nicht.
Auch die Fragetechnik kann eine Statistik deutlich verandern. Fragte
man Firmenchefs, ob sie etwas dagegen hatten, wenn ihre Angestellten
beim Arbeiten essen, wirden sie wohl mit Ja antworten. Fragte man
dieselben Firmenchefs, ob sie etwas dagegen hatten, wenn ihre An-
gestellten beim Essen arbeiten, wirden sie (vermutlich) eher mit Nein
antworten. Eine Umfrage Uber 'Abtreibung’ féllt anders aus als eine zum
Thema ’Schutz des ungeborenen Lebens’.

Es gibt Umfragen, bei denen man von vornherein nicht mit einer ehrli-
chen Antwort rechnen kann: Schlagen Sie Ihre Kinder?’

Unklare Begriffe: Unsinnig wird eine Statistik, wenn sie mit schwammigen
Begriffen hantiert, wie etwa: ’Ist Fliegen sicher?’ - der Begriff 'sicher’
kann nicht eindeutig definiert werden. Man liest haufig, dass Fliegen
statistisch gesehen sicherer als Autofahren ist: auf eine Milliarde Passa-
gierkilometer kommen im Flugverkehr 0,3 Tote, beim Autofahren sind es
vier. Legt man der Statistik aber nicht die zurlickgelegten Kilometer zu
Grunde, sondern die Anzahl der Reisen, sieht das Bild ganz anders aus:
Auf eine Milliarde Flige kommen 55 Tote, auf eine Milliarde Autofahrten
45. Eine Fluglinie wirde aus vorhandenen Daten andere Schllsse zie-
hen als ein Autoverleih!
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Bei der Erstellung, aber auch beim Lesen von Statistiken ist es also durchaus
angebracht, einige wichtige Fragen kritisch zu beleuchten. Ist die Stichprobe
SO angelegt, dass ein reprasentativer Wert zu erwarten ist? Ist sie ausrei-
chend grof3? Wie hangen die betrachteten GréBen miteinander zusammen?
Wie wurden die Daten in einer Umfrage erhoben? Mit etwas gesundem Men-
schenverstand kénnen Fehler bei der Interpretation oder Durchfiihrung meist
relativ leicht vermieden oder erkannt werden.



2 Element Zufall

Nicht nur in den Naturwissenschaften ist es wichtig, die studierten Phanome-
ne moglichst genau beschreiben zu kénnen. Wir alle wiissten manchmal ganz
gern Uber Dinge, die uns oder unsere Umgebung beeinflussen genau genug
Bescheid, um Voraussagen Uber das zukinftige Geschehen machen zu kdn-
nen. Die Natur setzt dieser Bestrebung allerdings durch das Element Zufall
recht enge Grenzen.

Von manchen Ereignissen sagen wir, dass sie zuféllig geschehen. Damit
drlicken wir aus, dass wir diese Ereignisse nicht mit Sicherheit vorhersehen
kénnen. Der Grund fir die Unvorhersehbarkeit eines solches Experiments
kann eine grundsatzliche Unbestimmtheit sein, Beispiele hierfur sind die Frei-
heit menschlicher Erkenntnisse oder das physikalische Verhalten sehr kleiner
Teilchen. Genauso kann aber aber auch schlichte Unkenntnis bzw. die Un-
moglichkeit, die relevanten Einflisse wahrend des Ereignisses zu erfassen,
dazu fOhren, dass ein Ereignis nicht vorhersehbar ist. Beispiele sind hier der
Wirfel oder auch das Wetter an einem bestimmten Ort - bei beiden sind die
von auBen einwirkenden Einflisse bekannt und die Auswirkungen berechen-
bar, es ist aber nicht méglich, den Ausgangszustand genau genug zu erfassen.
Far die hier verwendete mathematische Wahrscheinlichkeitsrechnung spielen
die Grunde fur die Unvorhersehbarkeit der Geschehnisse keine Rolle.

Wenn sich die Mathematik mit dem Zufall beschaftigt, so bendtigt sie Model-
le von Situationen, deren Ausgang unsicher ist, die sich aber mit mathema-
tischen Mitteln beschreiben lassen. Derartige Modelle nennen wir (ideale)
Zufallsexperimente (oder Zufallsversuche). Die anschaulichsten Zufallsexperi-
mente stammen aus einem Bereich, der einerseits sehr strenge und wohldefi-
nierte Regeln besitzt, bei dem aber andererseits die Unsicherheit ausdricklich
gewdinscht ist: dem Glicksspiel, das auch der Ausgangspunkt fur die Entwick-
lung der mathematische Behandlung von Wahrscheinlichkeiten war.

Beispiel: eines Zufallsexperiments: Werfen eines (idealen) Warfels.

Ideal bedeutet, dass der Wiirfel jeder Augenzahl exakt die gleiche Chan-
ce gibt - an diese Voraussetzung kann man sich in der Realitat zwar
recht gut anndhern, sie ist letzten Endes aber nicht erreichbar. Die
moglichen Versuchsausgénge sind hier natirlich die erreichbaren Au-
genzahlen (1,2,3,4,5,6).




2.1 Ereignisse

Beispiel: es werden zwei unterscheidbare (ideale) Wurfel geworfen.

Dabei sollen die beiden Wairfel unabhangig voneinander fal-
len, d.h. das Verhalten des einen soll das Verhalten des an-
deren nicht beeinflussen. Notiert man das Ergebnis in Klam-
mern in der Reihenfolge (Erg. Wdrfel 1, Erg. Wadarfel 2), so
sind die Ergebnisse die 36 mdglichen Paare von Augenzahlen:
(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),...(6,4), (6,5),
(6,6)

Wie diese Beispiele zeigen, ist ein Zufallsexperiment immer eine gedankliche
Konstruktion. Es muss, wie alle mathematischen Konstruktionen, wohldefi-
niert sein. Und genau wie in anderen Gebieten der Mathematik kénnen ge-
dankliche Konstruktionen meist nur nadherungsweise auf die Wirklichkeit ange-
wandt werden (z.B. auf einen realistischen Wiirfel). Jedes (ideale) Zufallsex-
periment besitzt eine festgelegte Menge mdglicher Versuchsausgéange. Jeder
Versuchsausgang wird auch Elementarereignis genannt. Die Menge aller
Elementarereignisse nennen wir den Ereignisraum. Fir die obigen Beispiele
sind die Ereignisrdaume die Mengen der méglichen Versuchsausgange. Fur
den einzelnen Wiirfel ist also der Ereignisraum die Menge der Augenzahlen
{1,2,3,4,5,6}

2.1 Ereignisse

Der Begriff Ereignis beschreibt eine Zusammenfassung von Versuchsausgan-
gen (also Elementarereignissen). Préaziser ausgedriickt ist ein Ereignis eine
Teilmenge des Ereignisraumes. Jedes einzelne Elementarereignis ist auch ein
Ereignis, aber es gibt im Allgemeinen mehr davon. Fir den einzelnen Wiirfel
ist beispielsweise 'die Augenzahl ist zwei’ ein Ereignis (2 ist eine Teilmenge
des Ereignisraumes), 'die Augenzahl ist gerade’ ebenfalls (dies entspricht der
Teilmenge {2, 4,6} des Ereignisraumes). Wie diese Beispiele zeigen, kdnnen
Ereignisse oft verbal als 'Aussagen’ formuliert werden, die eine Beschreibung
ihrer Elemente darstellen. Wichtig ist dabei, dass jede solche Aussage eine
Teilmenge des Ereignisraumes eindeutig festlegt (es kann manchmal schwie-
rig sein, alle ihre Elemente aufzulisten).
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2.2 der Begriff der Wahrscheinlichkeit

Wird ein Zufallsexperiment ausgeflhrt, so sagen wir, dass ein Ereignis A ein-
tritt, wenn der Ausgang des Versuchs in der Menge A enthalten ist. Wurde
im Beispiel etwa 'Augenzahl 4’ gewdrfelt (das ist der Versuchsausgang), so
ist damit das Ereignis 'Die Augenzahl ist gerade’ eingetreten. Die Ereignisse
'Die Augenzahl ist 2" und 'Die Augenzahl ist ungerade’ sind nicht eingetreten.
Wichtig: Versuchsausgang und Ereignis sind im Allgemeinen unterschiedlich
- mit einem Versuchsausgang treten meist viele unterschiedliche Ereignisse
ein!

2.2 der Begriff der Wahrscheinlichkeit

Bei zufallsbehafteten Ereignissen oder Experimenten kann die Mathematik
keine Aussagen Uber das Eintreffen oder Ausbleiben eines bestimmten Aus-
gangs treffen. Dennoch kann auch das Element des Zufalls unter gewissen
Bedingungen mathematisch erfal3t werden. Es ist ndmlich mdglich, ein Maf3
fir die Sicherheit (oder Unsicherheit) anzugeben, die mit einer Aussage ver-
bunden ist. Ein solches Maf3 ist die Wahrscheinlichkeit.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ordnet jedem Ereignis eines Zufallsexperi-
ments eine Wahrscheinlichkeit fUr sein Eintreten zu. Nennen wir ein Ereignis
A, so wird die ihm zugeschriebene Wahrscheinlichkeit mit p(A) oder p4 be-
zeichnet. (Der Buchstabe p stammt vom englischen probability). Andere Be-
zeichnungen, die Sie in der Literatur finden, sind P(A), P4 und Prob(A). Die
Wabhrscheinlichkeit fir das Eintreten eines Ereignisses A ist immer eine reelle
Zahl, far die

0<p(4) <1 (1)

gilt. Die beiden Extremfélle geben absolute Sicherheit an

e Ist p(A) = 1, so tritt A mit Sicherheit ein

e Ist p(A) = 0, so tritt A mit Sicherheit nicht ein
Die Werte dazwischen driicken Grade an Sicherheit aus. Je gréBer die Wahr-
scheinlichkeit p(A), umso eher ist anzunehmen, dass das Ereignis A eintritt.

Was aber bedeutet das genau? Wie sind die Grade an Sicherheit, die durch
Wahrscheinlichkeiten ausgedrtckt werden, definiert?

11



2.2 der Begriff der Wahrscheinlichkeit

2.2.1 Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit

Bevor wir zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten kommen, missen wir wis-
sen, was sie bedeuten. Gehen wir von einem der einfachsten Zufallsexperi-
mente aus: dem Wirfel (Beispiel [2). Das MaB3 fir die Sicherheit, die hochste
Augenzahl 6 zu warfeln, kdnnte so formuliert werden: 'Ungefahr bei jedem
sechsten Warfel-Versuch wird die Augenzahl 6 auftreten’ oder auch ’Unter 6
Woirfel-Versuchen wird ungefahr 1 mal die Augenzahl 6 auftreten’. Bei lediglich
6 Versuchen besteht keine Sicherheit, dass die gewlinschte Augenzahl genau
einmal eintritt, also wirfeln wir 6fter: 'Unter 6000 Wrfel-Versuchen wird un-
gefédhr 1000 mal die Augenzahl 6 auftreten’. Das klingt schon plausibler. Geht
man noch einen Schritt weiter, so erhélt man

‘Unter einer sehr groBen Zahl n von Wirfel-Versuchen wird ungefahr n/6 mal
die Augenzahl 6 auftreten’

Allgemein lasst sich formulieren: Wenn ein Zufallsexperiment in identischer
Weise n mal durchgefliihrt wird und dabei genau m mal das Ereignis A eintritt,
so heif3t der Quotient

h(A) = — (2)

die relative Haufigkeit, mit der das Ereignis A eingetreten ist. Die relati-
ve Haufigkeit wird nicht bei jeder Reihe von n Durchfiihrungen des Versuchs
gleich sein. Wenn aber n sehr grof3 ist, so wird sich jedes Mal ungefahr die
gleiche relative Haufigkeit ergeben. Lasst man nun n gedanklich in einem
Grenzprozess Uber jede Schranke wachsen, so nimmt die relative Haufigkeit
einen festen, nur vom Zufallsexperiment und dem betrachteten Ereignis A ab-
hangigen Wert annehmen. Diesen Wert nennen wir die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses.

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist die vorausgesagte rela-
tive Haufigkeit seines Eintretens fir eine gegen unendlich strebende (3)
Anzahl n von Durchfihrungen des betreffenden Zufallsexperiments

Bemerkung: da man n in der Wirklichkeit nicht unendlich gro3 machen kann,
handelt es sich hier, wie beim Begriff des Zufallsexperiments (siehe oben), um
eine mathematische Idealisierung.
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2.2 der Begriff der Wahrscheinlichkeit

2.2.2 Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist ein Teilgebiet der Mathematik. Es ist Ub-
lich, an den Anfang einer mathematischen Theorie einige Axiome zu setzen,
aus denen sich dann alle weiteren Satze dieser Theorie ableiten lassen. Die
Axiome selbst werden sind nicht beweisbar, sie werden als gegeben ange-
nommen. In der Regelbesitzen sie jedoch einen verstandlichen Bezug zur
Anschauung. Wir werden auch in der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf diese
Weise vorgehen und beginnen daher mit dem Axiomensystem, das 1935 von
Kolmogoro eingefihrt wurde. Dieses Axiomensystem stellt die Grundlage
der modernen Wahrscheinlichkeitsrechnung dar.

Axiom 1 (Nichtnegativitat):

P(A) <0 (4)

Wahrscheinlichkeiten sind nichtnegative, relle Zahlen, die den Ereignissen zu-
geordnet sind.

Axiom 2 (Normierung):

P(Q) =1 (5)

Die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses 2 ist 1, womit eine Normie-
rung der Wahrscheinlichkeit erfolgt. Aus den beiden ersten Axiomen ergibt
sich, dass Wahrscheinlichkeiten reelle Zahlen sind, die im Intervall [0; 1] lie-
gen.

Anschaulich gilt fir den oben beschriebenen Zusammenhang zwischen relati-
ver Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit

e die relative Haufigkeit jedes Ereignisses A erfillt stets 0 < h(A) < 1,
und daher gilt dies auch fir jede Wahrscheinlichkeit. (Beweis: Tritt das
Ereignis bei n-maliger Durchflhrung des Zufallsexperiments m mal ein,
so gilt 0 < m < n, woraus die Behauptung folgt).

e Tritt ein Ereignis A mit Sicherheit ein, so tritt es bei n-maliger Durch-
fihrung des Zufallsexperiments immer, d.h. n mal ein. Seine relative
Haufigkeit ist gleich n/n = 1, und daher ist p(A) = 1.

e Tritt ein Ereignis A mit Sicherheit nicht ein, so tritt es bei n-maliger
Durchfiihrung des Zufallsexperiments nie, d.h. 0 mal ein. Seine rela-
tive Haufigkeit ist gleich 0/n = 0, und daher ist p(A) = 0.

' Andrei Nikolajewitsch Kolmogorow, russischer Mathematiker, 1903-1987
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2.3 Laplace-Experimente

2.3 Laplace-Experimente

Die einfachsten Zufallsexperimente sind dadurch gekennzeichnet, dass je-
der Versuchsausgang gleich wahrscheinlich ist. Wir nennen sie Laplace-
Experimente. Ein typisches Beispiel ist der (ideale) Wurfel. Selbst wenn wir
die Wahrscheinlichkeiten far das Eintreten der einzelnen Augenzahlen nicht
kennen, sorgt seine perfekte (ideale) Form dafiir, dass sie alle gleich grof3
sind. Diese Information reicht bereits aus, um sie konkret zu berechnen: Wird
n mal gewdrfelt, so sagen wir flr groBe n und wegen der Gleichberechtigung
der Augenzahlen voraus, dass jede gegebene Augenzahl n/6 mal eintreten
wird. Die entsprechende Wahrscheinlichkeit ist mit (3) dann (n/6)/n = 1/6.

Axiom 3 (Additivitat):

P(AUB) = P(A) + P(B), falls AN B =0) (6)

Die Wahrscheinlichkeit einer Vereinigung disjunkter Ereignisse ist gleich der
Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten.

Beispiel:
P(A) ist die Wahrscheinlichkeit, mit dem idealen Wiirfel eine 2 (Ereig-
nis A) zu werfen, und P(B) die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
B = 5,6. Da beide Ereignisse disjunkt sind, also keine Schnittmen-
ge aufweisen, berechnet sich die Wahrscheinlichkeit dafir, dass A oder
B eintritt nach Axiom 3 als Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten:
P(AUB) = P(2;5;6) =

P(A) + P(B) = P(2) + P(5;6) = - + = =

DI W
N~ DN~

1
2

Ereignisse kénnen also auch komplexer sein: sie sind Zusammenfassungen
von Versuchsausgangen. So ist fir den (idealen) Wiirfel auch ’Die Augenzahl
ist gerade’ ein Ereignis. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fir sein Eintre-
ten? Dazu Uberlegen wir: Unter den 6 méglichen Augenzahlen (die méglichen
Falle) sind 3 geradzahlig (namlich 2, 4 und 6). Jeder einzelne dieser glnstige
Falle (und auch jeder einzelne ungunstige Fall) tritt bei n-maligem Warfeln far
groBes n gleich oft ein, ndmlich /6 mal, d.h. sein relativer Anteil ist 1/6. Jetzt
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2.3 Laplace-Experimente

muss lediglich gezahlt werden: der relative Anteil der giinstigen Falle (gerade
Augenzahl) ist dreimal so grof3 wie der relative Anteil jeder einzelnen Augen-
zahl, also 3/6 = 1/2. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Augenzahl
zu wirfeln, genau 1/2.

Hinter diesem Argument steckt eine Regel, die fir beliebige Laplace-
Experimente anwendbar ist und die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten auf
das Abzahlen von Féllen reduziert. Die Anzahl aller mdglichen Versuchsaus-
gange eines Laplace-Experiments (d.h. die Zahl der Elemente seines Ereig-
nisraums) wird als 'Zahl der mdglichen Félle’ bezeichnet. Alle diese Falle sind
fir ein Laplace-Experiment gleich wahrscheinlich. Sei nun A ein betrachtetes
Ereignis. Es besteht aus einer Anzahl bestimmter Versuchsausgange ('Zahl
der gunstigen Falle’), der Zahl der Elemente, die das Ereignis A - als Teil-
menge des Ereignisraums - besitzt, oder, wiederum anders ausgedriickt, die
Zahl der méglichen Versuchsausgange, aus deren Eintreten das Eintreten von
A folgt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten des Ereignisses A
durch den Quotienten

p(A) =

Zahl der gunstigen Falle
Zahl der moéglichen Falle

(7)

gegeben

Beispiel:
Um beim Werfen zweier Wurfel die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
'die Summe der Augenzahlen ist gerade’ zu berechnen, bendtigt man

e die Zahl der mdglichen Félle. Sie betragt 36 (s. Beispiel oben).

e die Zahl der Falle, in denen die Summe der Augenzahlen gerade
ist. Jeder Wurfel hat 3 gerade und 3 ungerade Augenzahlen, also
gibt es insgesamt 9 Versuchsausgénge der Form (gerade, gera-
de) und 9 Versuchsausgéange der Form (ungerade, ungerade) und
damit 18 Ergebnisse mit gerader Summe.

Damit wird die Berechnung mit (/) ganz einfach:

p(Die Summe der Augenzahlen ist gerade) = 18/36 = 1/2.
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2.4 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

2.4 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Wir gehen von einem Zufallsexperiment und dessen Ereignisraum aus. Zur
Erinnerung:

e Der Ereignisraum - im Folgenden mit E bezeichnet - ist die Menge aller
Versuchsausgéange (Elementarereignisse).

e Ein Ereignis ist eine Zusammenfassung von Versuchsausgangen und
als Teilmenge in E enthalten.

Ereignisse kénnen in verschiedener Weise in Beziehung zueinander stehen,
und ein Ereignis kann aus anderen Ereignissen konstruiert werden. Da Ereig-
nisse Teilmengen des Ereignisraums sind, kbnnen ihre Beziehungen in Begrif-
fen der Mengenlehre ausgedriickt werden, sie kbnnen wie Mengen miteinan-
der verknlpft werden.

Die Wahrscheinlichkeit des Komplementarereignisses A (d.h. es tritt nicht A
ein) berechnet sich durch

P("Zl) =1- P(A)’ (8)

da entweder A oder A eintritt (die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten
muss eins ergeben).

Beispiel:
A sei das Ereignis, eine 2 beim einmaligen Wurfelwurf zu erzie_len. Wie
grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fir das Komplementarereignis A?

P(A) = P(1;3;4;5;6) = >

P(A)=1-P(A)=1-

| |

1
6
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3 Grundlagen der deskriptiven Statistik

3.1 Begriffe

Statistische Einheit, Merkmalstrager: Personen, Gegenstédnde aber auch
Ereignisse wie Geburten oder Todesfalle, die (Ublicherweise) in einer
Stichprobe untersucht werden.

Merkmale: die bei einer statistischen Einheit interessierenden Eigenschaf-
ten, z.B. die Haar- oder Augenfarbe bei Personen, werden Merkmale
genannt.

Merkmalsauspragungen: Alternativen, die von einer bei einer statistischen
Einheit interseeierenden Eigenschaft angenommen werden kdnnen.
Beispiele fir Merkmalsauspragungen sind ’blond’, ’rothaarig’ oder
'schwarz’ fir die Eigenschaft 'Haarfarbe’.

Grundgesamtheit / statistische Masse: ist die Menge aller relevanten sta-
tistischen Einheiten mit Ubereinstimmenden sachlichen, rdumlichen und
zeitlichen Identifikationskriterien.

Bestandsmasse: statistische Einheiten mit einer von Null verschiedenen Le-
bensdauer. Beispielsweise stellt die Masse der Einwohner der Stadt Ra-
vensburg eine Bestandsmasse dar, ebenso die Menge der Touristen, die
den Bodensee besuchen. Das wesentliche Kriterium fur eine Bestands-
masse ist: die Erfassung der Zahl der Einheiten, die zur Bestandsmasse
gehdren, erfolgt zu einem festgelegten Zeitounkt, nicht Gber einen lan-
geren Zeitraum hinweg.

Bewegungsmasse oder Ereighismasse: statistische Einheiten einer sol-
chen Bewegungsmasse treten nur punktuell auf, sie haben keine von
Null verschiedene Lebensdauer. Beispiele sind die Zahl der Geburten
innerhalb eines Jahres, aber auch die Zuzige zur Stadt Ravensburg.
Wesentliches Charakteristikum einer solchen statistischen Masse ist: da
die statistischen Einheiten keine Lebensdauer haben, erfolgt ihre Erfas-
sung Uber einen langeren Zeitpunkt hinweg, nicht zu einem bestimmten
Zeitpunkt.

3.2 Klassifizierung statistischer Merkmale

Nominale Merkmale: sind Merkmale, deren Merkmalsauspragungen keine
nattrliche Rangfolge aufweisen. Einzelne Merkmalsauspragungen kén-
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3.3 Darstellung statistischer Information

nen deshalb nur danach beurteilt werden, ob sie entweder gleich oder
aber verschieden sind. Beispiele fur nominale Merkmale:

e Familienstand mit den Auspragungen ledig, verheiratet, geschie-
den und verwitwet

e Geschlecht mit den Auspréagungen méannlich und weiblich (Schne-
cken sind ausgenommen)

e Staatsangehdérigkeit, Bundesland

Ordinale Merkmale: die Merkmalsauspragungen eines solchen Merkmals
weisen eine natlrliche Rangfolge auf. Beispiele fir ordinale Merkma-
le sind:

e Klausurnoten mit den Auspragungen sehr gut, gut, befriedigend,
ausreichend, ...

e HotelgUteklassen

e die Qualitat von Statistikvorlesungen mit den Auspragungen unter
aller Sau, miserabel und ertraglich

Kardinale bzw. metrische oder quantitative Merkmale: die Merkmals-
auspragungen lassen sich in reellen Zahlen erfassen und weisen damit
naturlich auch die Ordnungseigenschaften reeller Zahlen auf. Kardinale
Merkmale kénnen weiter in diskrete oder stetige Merkmale unterteilt
werden:

Diskrete Merkmale: hier ist die Zahl der Merkmalsauspragungen ent-
weder endlich oder abz&hlbar unendlich (die Merkmalsauspragun-
gen besitzen keine obere oder untere Grenze, kbnnen aber mit na-
tirlichen Zahlen durchnummeriert werden). Beispiele sind Semes-
terzahlen, Einwohnerzahlen etc.

Stetige Merkmale: die Zahl der Merkmalsauspragungen ist Uberab-
zahlbar unendlich (Kérpergewicht, Kérpergrd3e, Alter).

3.3 Darstellung statistischer Information

Zur Darstellung von Information verwendet die Statistik tblicherweise Indivi-
dualwerte (Einzeldaten) oder aber klassierte Daten (in denen die Informati-
on aus einer Stichprobe in Datenklassen, also Intervallen festgelegter Brei-
te, erhoben oder angegeben wird). Fir die Beispiele im folgenden Abschnitt
werden der Anschaulichkeit halber anonymisierte Daten der Teilnehmer eines
Statistik-Kurses aus Ravensburg benutzt.
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3.3 Darstellung statistischer Information

3.3.1 Altersverteilung

In der nachfolgenden Tabelle sind das Geschlecht, die Kérpergré3e und das
Alter der Teilnehmer in WMS11D aufgefihrt.

180 18
168 28
167 23
176 20
168 20
162 19
166 20
183 21
175 29
168 21
172 19
164 21
165 20
177 21
181 19
176 21
176 19
178 20
199 22
160 20
168 21
181 24
170 19
184 22
171 19
185 25
184 40

3332322322333 3s=s=s=z:sz:¢:

Tabelle 1: Daten aus einem Statistik-Kurs.

Die relevante Information des Merkmals Alter in der ersten Spalte der Tabelle
lasst sich klrzer durch eine sog. Urliste, einen Vektor der einzelnen Daten,
darstellen:

(18,28, 23, 20, 20, 19, 20, 21, 29, 21, 19, 21, 20, 21, 19,
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3.3 Darstellung statistischer Information

21,19, 20, 22,20, 21, 24, 19, 22, 19, 25, 40)

Dabei wird noch nicht auf Information verzichtet, sofern die Reihenfolge der
Personen der Reihenfolge der Daten in der Urliste entspricht. Ebensogut
kdénnte jedoch ein Vektor von n = 32 Zahlen benutzt werden, der die Alters-
werte bereits in geordneter Form enthalt:

(18, 19,19, 19, 19, 19, 19, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 21, 21,

21,21,21,21, 22,22, 23, 24, 25, 28, 29, 40)

Daraus geht allerdings nicht mehr hervor, welche Person mit welchem Alter
verknUpft ist. Dieselbe Information liefert eine Tabelle, die die absoluten Hau-
figkeiten h; bzw. relativen Haufigkeiten f; = h;/n flr den i-ten in der Stichpro-
be auftretenden Wert enthalt:

Alter x; Haufigkeit h; h; - x; rel. Haufigkeit f;

18 1 18 0.037
19 6 114 0.222
20 6 120 0.222
21 6 126 0.222
22 2 44 0.074
23 1 23 0.037
24 1 24 0.037
25 1 25 0.037
28 1 28 0.037
29 1 29 0.037
40 1 40 0.037
Summe 591 1,00

Tabelle 2: absolute Haufigkeiten h; und relative Haufigkeiten f; zum Alter.

3.3.2 Haufigkeitsverteilung

In einer Stichprobe vom Umfang n vorhandene Information eines kardinalen
Merkmals X kann, sofern der Umfang der Stichprobe nicht allzugrof3 ist, allge-
mein natlrlich auch in Form einer Urliste oder eines Vektors (z1, 2, z3, ...7,)
der bereits geordneten Werte angegeben werden. Sehr oft werden dartiber-
hinaus einzelne Merkmalswerte mehrfach in einer Stichprobe beobachtet, so
dass tatsachlich nur m < n der enthaltenen Merkmalswerte verschieden sind.
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3.3 Darstellung statistischer Information

Diese kdénnen wieder in einem neuen Vektor (z1, s, x3, ...x,,) ZUSAamMmenge-
fa3t werden, der dann lediglich die verschiedenen auftretenden Merkmalswer-
te, ublicherweise in geordneter Reihenfolge, enthalt. Um die erhobene Infor-
mation sinnvoll wiederzugeben, muss zusatzlich ein Vektor der auftretenden
absoluten oder relativen Haufigkeiten (hq, ho, hs, ...hy,) bzw. (f1, fa, f3, - fm)
angegeben werden, der als (absolute bzw. relative) Haufigkeitsverteilung be-
zeichnet wird.

X ‘ T Ty T3 . T ‘ Summe
hz‘ = h(X = l’z> ]’Ll hQ hg hm n
i=fX=x) | h fo f3s o fm 1

Haufig wird allerdings zur Veranschaulichung der in einer Stichprobe enthal-
tenen Information auf grafische lllustrationen zurtickgegriffen. Bei unklassier-
ten Daten kann dies Beispielsweise in Form von Stab-, Balken- oder Kreis-
diagrammen geschehen, bei klassierten Daten werden normalerweise Histo-
gramme verwendet.

Beispiel: Stab- und Balkendiagramm der Altersverteilung im Kurs.
Die absoluten Haufigkeiten, mit denen die unterschiedlichen

Lebensalter im Kurs auftreten, sehen in einem Stabdiagramm
folgendermafen aus:
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3.3

Darstellung statistischer Information

WMS11

0 ! |

18 21 24 27 30 33 36 39
Alter (Jahre)

Abbildung 1: Altersverteilung im Stabdiagramm: absolute Haufigkeiten
Als Balkendiagramm ergibt sich folgendes Bild:
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3.3 Darstellung statistischer Information

WMS11

30

N
o
|
T

rel. Haufigkeit (%)

—_
o
|

18 21 24 27 30 33 36 39
Alter x; (Jahre)

Abbildung 2: Altersverteilung im Balkendiagramm: relative Haufigkeiten,
angegeben in %.

3.3.3 Kilassierte Daten: Verteilung der KorpergroBe

Fir diskrete Merkmale sind erhobene Daten nur an den Stellen x = x; em-
pirisch gehaltvoll. Liegt jedoch eine stetiges Merkmal vor, so ist fur = jeder
einzelne Wert méglich. In diesem Fall ist es sinnvoll, schon bei der Erhebung
der Daten benachbarte Beobachtungswerte vordefinierten Intervallen zuzu-
ordnen, den sog. Klassen. Die Zahl und die GréBe dieser Klassen wird vom
Untersuchungsziel und den M&glichkeiten der Datenerhebung bestimmt.

Die folgende Verteilung gibt Auskunft tber die Verteilung der KérpergrdB3e der
n = 27 erfassten Teilnehmer des Kurses. Die Individuellen Werte des Merk-
mals GréBe werden in k = 6 GréBenklasserf]| eingeteilt.

2]a; b]: die Klasse erstreckt sich von a bis b, wobei a nicht enthalten ist.
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3.3 Darstellung statistischer Information

absolute relative

GroBenklasse | Haufigkeit b, Haufigkeit f;, Breite Az, Dichte f;
[1,50 ; 1,65] 4 0.148 0.15 0.988
11,65 ;1,70] 7 0.259 0.05 5.185
11,70 ;1,75] 3 0.111 0.05 2.222
11,75 ; 1,80] 6 0.222 0.05 4.444
11,80 ; 1,85] 6 0.222 0.05 4.444
11,85 ; 2,05] 1 0.037 0.2 0.185

Tabelle 3: die GréBenverteilung im Kurs in klassierter Form. Die Dichte f; ist der
Quotient fk/Ak

Im Gegensatz zur vorherigen Tabelle der Verteilung des Lebensalters ist hier
bereits Information in Form einzelner Kérpergré3en vernichtet worden. Wah-
rend bei einem geringen Stichprobenumfang (hier n = 27 Werte) diese Re-
duktion der Daten nicht n6tig gewesen ware, ist sie bei bei gré3er angelegten
Stichproben unumganglich: man stelle sich alleine die Verteilung der Einkom-
men deutscher Haushalte ohne die Reduktion durch klassierte Angaben vor!

Zur grafischen Darstellung klassierter Daten werden sinnvollerweise Histo-
gramme herangezogen. Histogramme sind eine Form der Auftragung, die an
ein Balkendiagramm erinnert, sie zeichnen sich aber dadurch aus, dass die
wiedergegebene Information (die relative Haufigkeit f; eines Merkmalswerts)
in der Flache des Balkens enthalten ist.

Beispiel: Histogramm der Verteilung der Kérpergré3e im Kurs.

Liegen Stichprobeninformationen in Form klassierter Daten vor, so soll-
ten zur lllustration Histogramme verwendet werden. Die Fldchen der
aufgetragenen Rechtecke oder Balken entsprechen dabei per Konstruk-
tion den relativen Haufigkeiten der darzustellenden Klasse. Um dies zu
erreichen, wird auf der Abszisse (x-Achse) die Klassenbreite Ax; aufge-
tragen, auf der Ordinate (der y-Achse) die Dichte

AI’Z’

Damit ergibt sich fur die Flache des i-ten Rechtecks (das die relative
Haufigkeit der Klasse ¢ symbolisiert) das Produkt der Breite und der Ho-
he

fi

Flache = Breite x Hbéhe = Az; - f = AzplA— = f; (9)
Z;

fi
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3.4 Kumulierte Haufigkeitsverteilungen

Falls die Klassenbreiten eines klassierten Datensatzes alle gleich breit
sind, kann auf die Angabe von Dichten verzichtet werden - dies ist aller-
dings in den allermeisten Fallen nicht so. Insbesondere sind die Breiten
der untersten und der obersten Klasse oft verschieden von den Ubrigen
Breiten. Die Verteilung der Korpergréf3e im Kurs zusammen mit den
nach Formel (9) berechneten Dichten ist in Tabelle 3 aufgefiihrt und hier
im Histogramm dargestellt.

WMS11D GréBenverteilung

Breite A;

15 16 17 18 19 2 2.1 2.2
KérpergréBe (m)

Abbildung 3: GréBenverteilung im Histogramm: die relativen Haufigkeiten
ergeben sich durch Multiplikation der aufgetragenen Dichte
mit der Klassenbreite A;

3.4 Kumulierte Haufigkeitsverteilungen

Wir gehen von einer Stichprobe des Umfangs n aus, die m < n unterschiedli-
che, geordnete Auspragungen eines ordinalen Merkmals X enthéalt. Die relati-
ven Haufigkeiten, mit denen die einzelnen Merkmalsauspragungen auftreten,
sind durch (fi, fs,...F},,) gegeben. Unter der kumulierten absoluten bzw.
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3.4 Kumulierte Haufigkeitsverteilungen

relativen Haufigkeit H; bzw. F; versteht man die Summe der absoluten oder
relativen Haufigkeiten fir alle Merkmalsauspréagungen bis zum Niveau <.

In einer Stichprobe des Umfangs n eines kardinalen Merkmals X mit m < n
verschiedenen, geordneten Merkmalswerten (x1,zs, ...x,,) treten diese mit
den relativen Haufigkeiten (fi, fo,...fm) auf. Die kumulierte absolute (rela-
tive) Haufigkeit H; (F;) ist die Summe dieser Haufigkeiten fir all diejenigen
Merkmalswerte, die kleiner oder gleich dem jeweiligen Wert z; sind.

Hi= Y h; bzw. F=)Y [ (10)

T;<x4 z;<z;

Die dadurch gebildeten Vektoren (H, Hs,...H,) bzw (F, F5,...F},) geben
die kumulierte absolute bzw. relative Haufigkeitsverteilung fir den Vektor
(21, 3, ...x,) der einzelnen Merkmalswerte an.

Beispiel: kumulierte Haufigkeiten fur die Altersverteilung.
Die kumulierten absoluten und relativen Haufigkeiten der Lebensalter
der Kursteilnehmer lauten
Alter | h i H i f_1 F i
18 1 1 1/27  1/27
19 6 7 6/27  7/27
20 6 13  6/27 13/27
21 6 19 6/27 19/27
22 2 21 2127 21/27
23 1 22 1/27 22/27
24 1 23 1/27 23/27
25 1 24  1/27 24/27
28 1 25 1/27 25/27
29 1 26 1/27 26/27
40 1 27 1/27  27/27
Summe | 27 27127
Tabelle 4: kumulierte Haufigkeiten H; und F; fir die Altersverteilung.

Liegt die Stichprobeninformation fir ein kardinales Merkmal X in Form von
klassierten Daten vor mit [ Klassen vor, werden die kumulierten relativen Hau-
figkeiten F} gebildet aus der Summe der relativen Haufigkeiten flr die Klassen
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3.4 Kumulierte Haufigkeitsverteilungen

1 bis [. Die kumulierte relative Haufigkeit F}, wird der oberen Grenze z} der
k-ten Klasse zugeordnet. Bei [ Klassen muss die Summe der relativen Hau-
figkeiten fUr die Klassen 1 bis [ ergo Eins ergeben: F; = 1.

Die Punkte (29, F1); (x$, F3); ...; (z, F;) stellen die Eckpunkte des sogenann-
ten Verteilungspolygons dar. Zur Skizzierung des Verteilungspolygons werden
diese Eckpunkte jeweils durch eine Gerade verbunden, wobei der zusatzliche
Punkt (z},0) mit der unteren Grenze z} der 1. Klasse den Startpunkt bildet.
Das Verteilungspolygon durch eine Parallele zur Abszisse (x-Achse) in Hohe
von 1, die beim letzten Eckpunkt (z7, F; = 1) beginnt, vervollstandigt werden.

Beispiel: Verteilungspolygon bei klassierten kardinalen Daten.
Die folgende Tabelle stellt die klassierten Daten der Verteilung der Kér-
pergréBe der Kursteilnehmer dar:

GroéBenklasse | hy fx Fy (kumuliert) | Eckpunkte

(l’g, Fk)

bis 1.50 0 0 0 (1.50;0)
]1,50;1,65] | 4 0,148 0.148 (1.65;0.148)
]1,65; 1, 70] 7 0,259 0.407 (1.70;0.407)
11,7051, 75] 3 0.111 0.519 (1.75;0.519)
11,75;1, 80] 6 0.222 0.741 (1.80;0.741)
]1,80; 1, 85] 6 0.222 0.963 (1.85;0.963)
]1,85;2,05] 1 0.037 1.0 (2.05;1.0)

Tabelle 5: Klassengrenzen und kumulierte Haufigkeiten Fj, zur Konstruk-
tion des Verteilungspolygons.

Das zugehdrige Verteilungspolygon ist in Abb. [4| dargestellt. Die durch
die Punkte gekennzeichneten Eckpunkte des Polygons kénnen der letz-
ten Spalte der Tabelle entnommen werden. Sie werden aus der jewei-
ligen oberen Klassengrenze xj, und der zugehorigen kumulierten relati-
ven Haufigkeit F}, gebildet. Das Verteilungspolygon (die Funktion F'(z))
ergibt sich durch die Verbindung der Eckpunkte mit Geraden.
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3.4 Kumulierte Haufigkeitsverteilungen

Verteilungspolygon der GrdBenverteilung

o o o
EN ) o
| | |
T T T

Verteilungspolygon F(x)

o
(M)
|
T

T T T T
1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
KérpergroBe (m)

Abbildung 4: GréBenverteilung im Verteilungspolygon
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4 Statistische Analyse

Statistische Parameter (auch als statistische MaBzahlen bezeichnet) sind cha-
rakteristische (Zahlen-)Werte, die eine Menge von Beobachtungen einfach
beschreiben. Der Zweck ist die Verdichtung von Daten einer Stichprobe in
einzelne, moglichst einfache Parameter. Dabei wird stets Information vernich-
tet, dieser Informationsverlust muss jedoch fiir eine bessere Ubersicht in Kauf
genommen werden. FUr eine Menge von Beobachtungen lassen sich viele
solcher Maf3zahlen angeben, wir werden davon einige der am haufigsten be-
nutzten kennenlernen.

LagemaBe: geben flr eine Stichprobe reprasentative, typische Werte an (bei-
spielsweise einen Durchschnittswert)

StreuungsmaBe: geben an wie dicht (oder wie weit entfernt) einzelne Merk-
malswerte bei einem Mittelwert liegen

SchiefemaBe: liefern Information Uber die Symmetrie oder Asymmetrie einer
Verteilung von Daten

4.1 LagemaBe

LagemaBe sind Werte, die fiir eine gegebene Stichprobe einen einzelnen, fir
die vorliegenden Daten reprasentativen Wert angeben, beispielsweise einen
Mittelwert. Sie missen dabei nicht selbst Werte aus dem Bestand des vor-
liegenden Datenmaterials sein. So spricht beispielsweise bei einer Erhebung
von Lebensaltern in ganzen Jahren nichts gegen einen Mittelwert, der als Wert
zwischen zwei vollen Jahren angegeben wird.

4.1.1 das arithmetische Mittel

Das arithmetische Mittel ist der am weitesten verbreitete Mittelwert, es wird
haufig in der Werbung oder in politischen Umfragen verwendet. Strengge-
nommen kann ein arithmetisches Mittel nur fir kardinale Merkmale berech-
net werden, oft wird es aber auch fir ordinale Merkmale verwendet (teilweise
unsinnig: eine Hotelbewertung von 3,4 Sternen hat keine Bedeutung!). Das
arithmetische Mittel einer Datenmenge von n kardinalen Merkmalen kann tber
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die folgende Uberlegung einfach hergeleitet werden: wir gehen von einer ein-
fachen Stichprobe von Merkmalswerten x; eines kardinalen Merkmals X aus.
Die Summe der Merkmalswerte ist also

S=mi+atast-Fr, =) x
=1

Als typischen Wert z flir das vorliegende Datenmaterial wahlen wir denjenigen
Wert, der n-mal summiert denselben Wert S ergibt:

gﬁ+x+x+~--+:§—ix—5—ixi
o i=1 i=1

n 1 n
&SN-T = i T = — i
Ymea= >
=1 =1
Dieser Wert ist das arithmetische Mittel

1 n
r = — lmlt i = , R R 11
z n;x x; = (21, T2, 23, ... Tp) (11)

Beispiel: Altersverteilung im Kurs.

die Einzelwerte des Alters der einzelnen Teilnehmer in Jahren sind in
der folgenden Tabelle aufgeflihrt:
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1 | Alter
1 19
2 21
3 19
4 18
5 20
6 19
7 20
8 21
9 21
10 25
11 20
12 20
13 20
14 22
15 21
16 21
17 20
18 19
19 20
20 20
21 21
22 20
23 26
24 21
25 20
26 23
27 20
28 40
29 20
30 20
31 19
32 29

Tabelle 6: Altersverteilung im Kurs.

Zur Berechnung des arithmetischen Mittels z wird die Summe der ein-
zelnen Lebensalter durch den Umfang n der Stichprobe - also die Zahl

der erfassten Personen - geteilt (Angabe in Jahren):
685

P = 220 91 49
T 3 ’
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Beim Vergleich mit der grafischen Darstellung der erhobenen Daten in
Abb. [T]wird deutlich, dass der Mittelwert hier nur eingeschrankt sinnvoll
eingesetzt werden kann. Der Mittelwert erscheint im Vergleich mit der
Grafik als zu grof3 - er wird durch die Ausreif3er auf der rechten Seite zu
héherem Alter hin verschoben.

Eigenschaften des arithmetischen Mittels

1. Schwerpunkteigenschaft:

nt=x1+r3+r3+..+2, < r1+r2+ax3+..+x,—nr =0
(12)

umsortieren der Summanden liefert
(x1—Z)+(r2—2)+ (23 —2)+ ... + (2, —Z)+ =0

Abweichungen der Einzelwerte vom arithmetischen Mittel heben sich in
der Summe auf.

2. Fur eine Stichprobe (1, 2, x3, ...x,,) ist das atithmetische Mittel die L&-
sung des Minimalisierungsproblems

: 2
min ; (x; —y)

Bei gegebenen (z;) ist die Summe > (...) eine Funktion f(y). Das arith-

metische Mittel ist der Wert y, der aie Summe der quadrierten Abwei-
chungen minimiert (Erinnerung: eine Funktion f(y) besitzt ein Minimum
an der Stelle, an der die erste Ableitung verschwindet und die zweite
Ableitung positiv ist).
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Far ein Minimum muss ferner die zweite Ableitung positiv sein:

<di/>2 2 (=) = d%<—2> D=y =) (-2)(-1)=20>0

i 7

. Lineare Transformation des arithmetischen Mittels:
Geht ein kardinales Merkmal Y durch eine allgemeine lineare Transfor-
mation

Y =a+0X

aus einem kardinalen Merkmal X hervor, so ergibt sich das arithmeti-
sche Mittel y des Merkmals Y aus derselben linearen Transformation
aus dem arithmetischen Mittel z des Merkmals X:

y=a+bx

Jeder Wert z; ergibt durch eine lineare Transformation einen Wert y; =
a + bx;. Das arithmetische Mittel der Merkmalswerte y; ergibt sich nach

(11) durch
Zyz Z (a+ bx;) = Za—l— be@

= — b— P = bz 13
na+ n;flﬁ a+ bx (13)

Beispiel: Umrechnung zwischen Fahrenheit und Celsius

Die Temperatur T¢ in Grad Fahrenheit ergibt sich aus der Tempe-
ratur 7¢ in Grad Celsius nach der Vorschrift
9
TF - STC + 32

Die Temperaturen z; = 10, x5 = 20, x3 = 30 Grad Celsius kénnen
damit in die Werte y; = 50,4y, = 68,y3 = 86 Grad Fahrenheit
umgerechnet werden. Fur die arithmetischen Mittel ergeben sich
die Werte

50 4 68 + 86

T = 20°Celsius und y = % = 68°Fahrenheit

Genausogut kann der Mittelwert ¢ aber Uber die lineare Transfor-
mation bestimmt werden:

9
y:5x+32:§-20+32:68
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4.1.2 Alternative Berechnung des arithmetischen Mittels

Kommen einzelne Merkmalswerte mehrfach vor und gibt es in Wirklichkeit
nur m < n verschiedene Merkmalswerte (xy, 25, ...z,,), die mit den absolu-
ten Haufigkeiten (hq, ho, ...h,,) auftreten, so lasst sich das arithmetische Mittel
folgendermaf3en berechnen:

1 i hlxl _ hll'l + h?l’g + hg[L‘g + hmxm (14)

n

Manchmal ist aber auch die folgende Form, die die relativen Haufigkeiten f;
benutzt, praktischer:

_ 1 T hl hQ hg hm ¢ hi -
T = —Zhixi = g% +%$2+E$3+m7xm = Z Exz = Zlfzxz (15)

i=1 =1

Die einzelnen Faktoren f;, mit denen die Merkmalswerte z; multipliziert wer-
den, kénne als Faktoren aufgefaf3t werden, mit denen die jeweiligen Merk-
malswerte gewichtet werden. Im allgemeinen sind diese Gewichtungsfaktoren
natdrlich nicht identisch. Die letzte Formel macht plausibel, weshalb hier
vom gewogenen arithmetischen Mittel gesprochen wird. Das arithmetische
Mittel, das fir n verschiedene Einzelwerte (z1,zs,...x,,) gebildet wird, kann
ebenfalls als ein gewogenes Mittel betrachtet werden, allerdings mit n véllig
identischen Gewichten 1/n:

4.1.3 arithmetisches Mittel bei klassierten Daten

Wahrend die allgemeine Formel zur Berechnung des arithmetischen Mit-
tels bei klassiertem Datenmaterial wegen der Unkenntnis der einzelnen Werte
nicht benutzt werden kann, findet die Berechnung des gewogenen Mittels nach
Formel auch bei klassierten Daten Anwendung. Anstelle der jeweiligen
Merkmalswerte kénnen dabei die Klassenmitten zur Berechnung herangezo-
gen werden. Man geht gedanklich also davon aus, dass sich die Merkmals-
werte gleichmaBig in jeder einzelnen Klasse