Musterlésung zur Ubungsklausur Mathematik 2 TMM17

M. Oettinger 6.2018
Zeit: 90Min.

Insgesamt erreichbare Punktzahl: 55, 100%: 50 Punkte.

Aufgabe 1

(5 Punkte)
Sei p eine positive reelle Zahl. Welches Rechteck, unter allen Rechtecken mit
vorgegebenem Umfang 2p, hat den gréBten Flacheninhalt?

a

Abbildung 1: Rechteck mit Flache « - b und Umfang 2(a + b)

Flacheninhalt eines Rechtecks mit den Seitenlangen a und b: F' = a - b. Der
Umfang a + b soll genau 2p betragen, also

2p=2(a+b)=b=p—a
Damit kann die Flache geschrieben werden als
F=F(a)=a-b=a-(p—a)=pa—a’

Dies ist eine Funktion F' mit dem Argument a. Ableitung nach a und Nullsetzen
liefert
Fla)=p—2a=0=>a=p/2=b=p—a=0p/2



Die zweite Ableitung ist
F"(a) = -2 < 0= es liegt ein Maximum vor.

Die maximale Flache ergibt sich bei den Seitenldngen a = p/2 und b = p/2,
also einem Quadrat mit Seitenlange p/2.

Aufgabe 2

(5 punkte)
Zur Naherung wird das Maclaurin-Polynom 7,(z) der Funktion f(z) =
V4 + x bestimmt. Bendtigt werden

fr) =Vita=(@E+2)? = f(0)=Vi=
1 -3 oyt L _1
f(x) = 5(4+$ 2 if(())—g i
1 1 %
~5(-3) @+
" 11__L__i
SO =113 3¢

Das Polynom lautet (0! ist als eins definiert):
1 1 ! 1 " 2 2
T5(z) :af(O)JFFf(O)‘fL'JFEf (0)- 2" =24 —-0— 5o
Das Polynom kann als Naherung fir die Wurzel benutzt werden, es ist

1
V4,2 = f(0,2) = T5(0,2) :2+—-0,2——0 2% = 2,049375

4 64
1 1
VA A= [(0,4) = T5(0,4) =2+ 7 - 0,4 = =0, 4% = 2,0975
Aufgabe 3
(8 Punkte)

Ableitung von Funktionen.

a) differenzierbar, da Verkettung differenzierbarer Funktionen.

(e*" - 2:)3)/ =33 . 20 + €% -2 = ¥ (62 + 2)



b) differenzierbar, da Produkt differenzierbarer Funktionen.
x3 2 ! x3 2 2 x3 x3 4
(e -Qx):e -3z - 22" + € -2 2x =¢€" (62" + 4x)

c) differenzierbar, sofern die Wurzel als Funktion betrachtet wird (keine nega-
tive Losung).

T
2+ 3

( 2+3>'—1(2+3)% 20 =
X = 5 xT xr =
d) differenzierbar fir x > 0, da definiert und stetig in R* (ganz genau: Um-

kehrfunktion zur Exponentialfunktion, deren Ableitung nicht Null wird).

(z-In(z)) =1-In(x) + - i =In(z)+1

e) differenzierbar, da Quotient zweier Polynome.

208+ da? 42 2z(a?420+1)  2z(x+1)2

= = = =2
/(@) 2x + 1+ a2 242z +1 (x+1)2 v
f(z) = (22) =2
Aufgabe 4
(12 Punkte)
Kurvendiskussion: 1 9
flz) = ZZA — 227 — 1 (x € R)
Der Definitionsbereich ist angegeben: =z € R, der Wertebereich ergibt sich
aus den Minima (s.u.): W = [—6, 25; co]. Die benétigten Ableitungen lauten
fl(x) =2° — 4z
f(z) =32 — 4
fO(x) = 6z
Symmetrie: es qilt
1 4 s 9 14 5 9
)= (=)t —2(—x)?P - == 2 =
flea) = 1) = 2=a)? — 1 = Ja' = 22" = L = f(a)



Die Funktion ist also gerade (sie enthalt nur gerade Potenzen von z).

Nullstellen:
1 9
Z;U4 — 233‘2 — Z = O

gt =827 —9 =20 -2 422 +16-16 -9 = (2> +4)* —=25=0

2 4+4=4v25=45
2’ =241 ===+l

Extrema:
flx) =2 —do=2(2>—4) =0
T3 = 0

$2—4:O =4 x4/5::|:2.
9 9
f7(0)=-4<0; f(0)= -3 = Maximum bei (O/Z)

f(#2) =12-4=8>0
9 —16—-9 25

f(£2) =4—-8— 2=

1= il Minima bei (£2/ — 6, 25).

Wendestellen:

4
ff(x) =322 —4=0 = xg;r = £4/=.

3
I \/;> 6 3 0

4 142249 4-924 9 161
3 4

=3 =3 T

3

Krimmungsverhalten: vor der ersten Wendestelle: z.B. r = -2 < \/gz
f'(—2)=3-(-2)?—-4=8>0 = linksgekrimmt,

also ist die Funktion zwischen den Wendepunkten rechtsgekrimmt, nach dem
2. Wendepunkt wieder linksgekrimmt.

Verhalten fir groBBe/kleine Werte:
1 9 1 2 9
lim -z*—222— == lim z*- lim (—————>
r—+o00 4 4 r—to00 T—00

= lim 2* = =0
r—to0
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Abbildung 2: Skizze der Funktion.

Aufgabe 5

(10 Punkte)
Taylorpolynom T3(z) zu f(x) = e” sin x um die Stelle xy = 0: bendtigt werden
die ersten drei Ableitungen

f(z) =e"sinzx = f(0)=1-0=0
f'(x) = e"sinx + €” cosz = e”(sinx + cos x) = f(0)=10+1)=1
f"(x) = e*(sinx + cosx) 4+ €*(cosx — sinxz) = 2¢” cos = f"(0)=2-1-1=2

O (x) = 2(e" cosx — e”sinx) = 2e"(cos x — sin ) = fP0)=2(1-0)=2.



Damit kann das Taylorpolynom nach der Vorschrift

5 (n)(z0) " (3)
Ts(x) = Zo n! (v —29)" = f(0) + f'(0) - = + f2(10)$2 + ! 3!(0)I3

0ot 2a? 4 248 +2+$3
= T —T —T =T T -
2! 3! 3

Aufgabe 6

(5 Punkte)
vollstdndige Induktion: f(x) = e* - .

Beh. f™ = f(z) +e"-n=e"(z+n)
Induktionsanfang mit n = 1:
fllz)=¢"-z+e" =e"(z+1)

Induktionsschritt:

Aufgabe 7

(10 Punkte)

Die Scheinwerfer blenden, wenn sie direkt auf Alice gerichtet sind - in die-
sem Fall wird die Tangente an die Kurve durch den Punkt A gehen. Fur die
Tangente wird die erste Ableitung bendtigt:

fo==1+5"3
, B x 1_1—:1;
= t(x) = f(zo) + f'(z0)(z — 20)
2 _

a:%+7+1 1
=—+4+ -+ -z — =z
IR R



Die gefundene Tangente muss jetzt durch den Punkt A(-2/2) gehen, also muss
t(—2) = 2 sein:

x2 7 1 1 x2 7
H=2) =+ 7+5(2) = 5(-2zo = Fao+ 7 —1=2
x2 5
ZO‘FZ'Q—Z:O

T2+ 49 —5=0

Die beiden Lésungen der quadratischen Gleichung lauten x; = —5 mit dem
Funktionswert f(—5) = —7 und =, = 1li mit f(1) = 2. Die PKW blenden Alice
also an diesen beiden Punkten.

h{x)=3x+8

Abbildung 3: Zum Problem der armen Alice (in Punkt A), von zwei PKW geblen-
det...



