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Aufgabe 1

(a) Mit dem Additionstheorem sin?(x) + cos?(x) = 1

2

/_2 e (cos?(x) + sin’(z))dz = / 1-1de = [z]>, =2 (-2) = 4.

-2
(b) Partialbruchzerlegung:
4 A B Az +2) + B(x — 2)
12 —4 x—2+:1:+2: x2—4
= (A+ B)
cdotr =0 = A=-B
= 2A-2B=4A=4 = A=1; B=-1

4 1 1
/—dx:/ dx—/ dx
2 —4 x— 2 x4+ 2

=lnjlz—-2|—-lnjlz+2[+C

w/3
/ 27 sin(3z%)dxr Substitution: v = 2 = dz = —
0

\/ /3 u=3 7r/32 du
/ 21 sin(32%)dz = / 2x sin(u)2—
0 T

u=0



Aufgabe 2

Bei der durch
r>0y>0,0< 2" +y* <4

gegebenen Flache handelt es sich um einen Viertelkreis mit Radius R = 2:

Ya

In Polarkoordinaten (Rotationssymmetrie!)

2 w/2
A—//dA—/ / rdrdy
r=0 =0
2 - T [? T
:/Tzo[gp]oﬂrdr:E/o rdr =3

Aufgabe 3

Differentialgleichung
y? —2ry — 2y +22° =0

(@) y(z) = (x+C)2+C?, (x > 0) ist eine Lésung der DGL, wenn sie mit ihren
Ableitungen die DGL identisch erfillt:
y=(r+C)°+C?=2*+22C + 2C?
y =2z + 2C
in die DGL:
(27 4+ 20)* — 22(2x + 20) — 2(2® + 22C + 20?) + 227
—=(42% — 82C +4C* — 42? — 42C — 22* — 42C — 40? + 222
=0



(b) y(z) = x?/2 ist eine Lésung der DGL, wenn sie mit inren Ableitungen die
DGL identisch erfullt:

oz
y=3
’—21'—31;
y' ==

in die DGL:

2
:1:2—23;3:—2%+2x2:x2—2x2—x2+2x220

(c) Die Lésung in a) enthalt einen freien Parameter, sie ist die allgemeine
Lésung der DGL y? — 22y’ — 2y + 22?2 = 0. Die Lésung in b) ist eine
spezielle (oder partikulare Losung).

Aufgabe 4

Die DGL y(t) + y(t) = 0 soll unter der Bedingung y(0) = 5 gelést werden

a) Uber die Laplace-Transformation der DGL (mit F'(s) = L{y(t)}:
Ly} + L{y(H)} = 0

s-F(s)—y(0)+ F(s) =0
F(s)(s+1)=5

5 1
F(s) = =5
(5) s+1 s+1
Rucktransformation: mit a = 1 gilt
—at 1
e~ o—e
s+a
1
= LH—1V=¢"
{3 + 1} ‘

Die Lésung des Anfangswertproblems ist also

1
57 {——} =5e!
{s+1} e



b) Lésung Uber Separation:

y(t) = —y(t)
Yy
@ = —1dx
In(ly(?)] = —t + ln(ICI)
y(t) =

Aus der Bedingung y(0) = 5 ergibt sich die Konstante C' = 5 und damit
wieder die Losung

y(t) =5e”"

c) Der Vorteil der Laplace-Transformation ist die L6sung der DGL durch Trans-
formation der Differentialgleichung in eine algebraische Gleichung, die ein-
fach nach der Bildfunktion der gesuchten Losung aufgelést werden kann.

Aufgabe 5

Anfangswertproblem (10 Punkte):

2
20y —y=1—— y — —1firz — oo

VT

Es handelt sich um eine lineare inhomogene Differentialgleichung 1.0Ordnung.
Die zugehoérige homogene Gleichung 2zy’ — y = 0 kann durch Trennung der
Variablen geldst werden:

f(flf) 233’ Yo Ce

— Clezlnlel — eVl — . Nz

Die inhomogene Gleichung wird durch Variation der Konstanten gelést:

Ansatz: y = C(z)/,

/= Cla)a+ Cla)g



eingesetzt in die inhomogene Gleichung 22y’ —y =1 — \/% ergibt sich

22C" (x)v/x + %C’(x) —C(x)yr=1- %

-0 | ) ,

21’0(1‘)\/5—1—\/—5

/ 1 2 1 s 1

O = 5o/ ™ Joongz 2% @
C():%/x 2dm—/—dx— )x;—(—l)l—i-K
v R

y(z) = C(x)Vz = —1—|—%+K\/5

Bestimmung der Losung des Anfangswertproblems (Bestimmung des freien
Parameters K): y — —1 fir x — oc:

1
— = 0firz = 0o = -1+ K\ — —1flrz — oo

NS
— K =0.

Die Lésung des Anfangswertproblems lautet

y(r) = -1+ Nz
Aufgabe 6
(a)
y 42y = e (1)
F(y",sin(y), 22) = 0 ()

Gleichung (1) ist eine nichtlineare, homogene und gewéhnliche Differenti-
algleichung 1. Ordnung.

Gleichung (2) ist eine nichtlineare, inhomogene und gewdhnliche Differen-
tialgleichung 2. Ordnung.



(b) Die allgemeine Lésung der DGL (1) enthalt (DGL 1. Ordnung) einen freien
Parameter - sie hat unendliche viele Lésungen.

(c) Die allgemeine Lésung der DGL enthalt (DGL 2. Ordnung) zwei freie
Parameter - sie hat unendliche viele Lésungen.

(d) Durch die Randbedingungen werden beide Parameter festgelegt, es bleibt
genau eine Lésung.

Aufgabe 7

Ausschreiben der Fourierreihe liefert die Lésung Uber einen einfachen Koeffi-
zientenvergleich:

+ Z an, - cos(nx) + by, - sin(nx)

n=1

_ %

2

120 = 5 + ay - cos(x) + by - sin(z) + ag - cos(2x) + by - sin(nx) + ...
= 12= 2 & ao=24b

=a,=0Vn>0; b,=0.

Alternativ findet man die Koeffizienten Gber die Integrationen

1 21 1 21 9
== / F(z)da = 12b= / dr = 12b=" = 24b
T

_ 1 2m 126 (7
/ f(z) cos(nz) / 12bcos(nx)der = — cos(nz)dr =0
™ Jo
1 2T ' 12b 27 ‘
b, = — f( )sin(nz)dr = — 12bsin(nz)dr = — sin(nx)dr =0
™ Jo ™ Jo ™ Jo
Aufgabe 8

Das Raumschiff der Masse m erfahrt eine Kraft F' = const, es beschleunigt
nach .
F = m-aq & F == mZ(t)



(a) Das Einschalten zum Zeitpunkt ¢ = 0 kann Uber die Heaviside-Funktion
modelliert werden

0, fallst <0
HJMHRJ%{lMM>O’
also ergibt sich fur die zu I6sende DGL
d? F
—2z(t)— —H(t)=0.
Zaet) = —H() =0
oder furt > 0 P
F
—z(t) - —=0.
dtQZ( ) m 0

(b) Lésung der DGL in zwei Schritten:

F
P=— =K

m
/édt:/Kdt = =K -t+C
mitz(t=0)=1 = C=1
/z‘dt:/Kt+1dt = z(t)=K§+1-t+O
mitz(t=0)=0 = C=0
¢ F

=2t)=K—+t=—t"+t
A=K Ht=g



