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Aufgabe 1

a) Fur groBe n wird der Summand 1 keine Rolle mehr spielen, vermutlich ist
der Grenzwert lim,,_,, a,, = 1. FUr hinreichend gro3e n muss also gelten

lim a, =1 & —1‘<€
n n+1 B n—n-—1
n+1 n+1| n+1
—1 1 -
g = 8
n—+1 n—+1
1
n+1>-
€
1
n>--—1

Die letzte Zeile kann fiir ein beliebig kleines ¢ sicher erflllt werden, also ist

n
im =1

b) Fir den zweiten Teil kann einfach umgeformt werden:

. on+1 ) 1
lim = lim —
1 1
hmn_mo 'rl_+1 1



Aufgabe 2

Die Matrix A und die Vektoren = und b definieren ein lineares Gleichungssys-
tem

7 31 14 T
A=16 2 2|; b=|(16]; z=|x
2 4 1 10 3

a) Das LGS ist
7$1 +3[L’3 +r3 = 14
6%1 —|—2.T3 2.’13'3 =16
2&31 +4.’L’3 +x3 = 10

b) Die zweite Zeile kann durch 2 geteilt und anschlie3end von der ersten und
von der dritten Zeile abgezogen werden:

73 1]14 4 2 0|6
31 18] = 3 1 1|8
2 4 1110 -1 3 0|2

Jetzt Iasst sich die Determinante nach der dritten Spalte entwickeln:

4 2

4
detA=1|3 1 3

-1

W = N

0
é:(—1)~1‘ ‘:—(12+2):—14

Die Determinante ist ungleich Null, also ist das LGS eindeutig I6sbar.

c) Lésung lber die Cramersche Regel:

6 2 0 6 9

det4; =8 1 1 :(—1).1'2 3‘:—(18—4):—14
230
4 6 0 L6

det A, =3 8 1 :(—1)-1‘ ’:—(8+6):—14
-1 20 -2

Fir die Entwicklung der Determinante Aj ist es sinnvoll, zur ersten Zeile
das vierfache der Zeile 111 und zur zweiten Zeile das dreifache der Zeile



111 zu addieren

4 26/ |0 14 14
detA;=[3 1 8/=|0 10 14 :(—1)-‘18l ﬁ’
~1 32 |-1 3 2

= —(14-14—10-14) =4 - (—14)

Damit ist die L6sung des LGS

. detA1 . —14 —1
T et A T Z14
detAQ —14 .

27 et A —14
detA; 4. (—14)

— — —4
det A —14

€3

Aufgabe 3

Nach dem 2. Newtonschen Axiom ist F(t) = m - @(t) = m - §(t). Da 3(t)
nur einen Beitrag in y-Richtung enthalt, genligt es natirlich, diese Richtung zu
betrachten:

s(t) = %tQ
S(t) = v(t) = %t
§(8) = 0(t) = a(t) = %



Aufgabe 4

a’v
Koy =
a?(v? +v?) — a*v2v
(v2 + b?)?
a*v? + a?b? — 2a*v?
(0% + b2)?
a’b? — a?v?
(v2 + b?)?

>0

= K'(v) =

Zur Bestimmung des Maximums wird die erste Ableitung Null gesetzt:
a’b? — a’v?
& v? =

& vy = xb

K'(v) = =0 < ad’’ —a®v? =0

Die zweite Ableitung lautet

—2a*v(v? 4 b*)? — (a*b?® — a*v?)2(v? + b*)2v
(0% + b2)°
_ —2a’v(v? 4+ b?) — du(a®h? — a*v?)
B (V2 +b%)3
—2a*v® — 2a*b*v — 4a*b*v + 4a*v3
(0% 1 b2)?
_ 2a%0® — 6a’b*v
(24 b2)3
2a%b® — 6ba’b®  —4a’b? ,
K'(0) = =gy = g < 0furb>0
2a°(—b)® — 6ba*(—b)*>  4a®b®
PE D
a’(&b) a?

N = :i:z—b > 0 fir b>0

Weil v > 0, ist die positive Losung der Wurzel

v:—i—\/ﬁ

K//(U) —

K”(—b) _

K (4b) =




korrekt. Die negative Lésung bedeutet hier einfach eine Geschwindigkeit in
die Gegenrichtung und der gré3te Wert ist natirlich

a’b  a?

KO =9 = 5

Aufgabe 5
a) Nullsetzen der ersten Ableitung liefert
/ 1 2 3
fl(x)=—=32"+2a2 =0=a= -z,
2 4
einsetzen der Stelle x = 2:

3
-

a = 5

A~ w

Setzt man die Werte fir z und a in die zweite Ableitung ein, so ergibt sich
" 3 3
f(x) = —5-2.1'—1-2@: —3x 4 2a = —6—1—25 =-3<0,

es handelt sich also um ein Maximum.

b) Die Steigung ergibt sich aus der ersten Ableitung

1 4
f(z) = —53372 + 2ax = 3
3 4
©§ﬁ—3x+§:0
2 24
S —-3r+--=0
T 3 :c—|—33

2 2 3 1
S -
T1/2 =5 279 3

Die Tangentengleichungen in den Stellen z,/, an die Kurve ergeben sich
nach

tijo(x) = f(z1)2) + [(@1)2) - (T — 1)9)

4 4 4 4
n() = f(5) +5l0—3) =852+ 50— 3)
2 4 2 4



c) f(x) ist Polynom vom Grad 3 mit negativem Koeffizient an der héchsten
Potenz, also gilt
lim f(z) =+(—1)c0

r—+oo

d) Die Funktion hat eine zweite Extremstelle bei z = 0, es ist
f"(0)=2a>0

also hat f(x) ein Minimum bei (0; f(0) = 2) (Sie hat eine reelle Nullstelle,
die schwer zu berechnen ist bei 3,36).

Abbildung 1: die Funktion f(z) = —323 + 3z + 2 im Intervall [—5; 5].



Aufgabe 6

Nullstellen:
f(z)=e"(z> =5z +5) =0
2 —5r+5=0
5 5\? [/5)°
2_9.2 -l = (=] =
T 2+5+ 5 5 0
5\ 25 20 5
TT9) T4 T 1T g
5, V5
— -4 ¥e
= T12 5 7
Extrema:

fl(z) = e"(z* = bz +5) +e*(2r — 5) = e"(2> —32) =0
2? — 3z =0
r3=0; z4=3
FO)=5: f(3) = —¢
f(z) = e*(z* — 3z) + (27 — 3) = €“(2* — x — 3)
f"(0)=-3<0; f'(3)=3e*>0

Die Funktion hat also ein (lokales) Maximum in (0/5) und ein (lokales) Mini-
mum in (3/ — e3).

Wendepunkte:
f(z) = e (z* = 32) + " (2v — 3) = " (2> — 2 — 3) = 0

?—2-3=0

N 1 n V13

Tseg = = £ ——
D R
1 V13
-+ — )~ —12.11
1 v13
IG5 = Y57) ~ 8,59

Die Wendepunkte sind (2,30/ — 12,11) und (—1,30/3,59). f"(0) = (0 —
0 — 3) = —3 < 0, die Funktion ist also zwischen den Wendepunkt rechtsge-
krimmt.



Asymptoten: das Polynom hat keine Polstellen, Verhalten fir x — oo (fUr
negative Werte wird zweimal die Regel von de LHospital benutzt):

lim e“(2* — 5z +5) = lim €” - lim (2* — 52 +5) = +o0
T—00

T—00 T—00
2
. . —x)*+5r + 5
lim e*(2® — 5z +5) = lim (=2)
T——00 T—00 et
2 5) 2
= lim vt = lim — =0+
z—o0 et z—00 €%
¥
S-4
=1
S A W S T B

Abbildung 2: die Funktion f(x) = (22 — 52 + 5) im Intervall [-5; 5].

Aufgabe 7

Ableitung von

a)
241 T 1
f@)=——=3+%5
1 1 1 1 1
2202 2 22



2?4+ xz+1) x+1

flz) = 2r — 12 :$(2—x) S 2—x
f,(x):1-(2—;1:)—(93+1)(—1):2—x+x—|—1: 3
(2—x)? (2 —2)? (2—2)?
c)
f(z) = %sin(x/@) :
ooy 1 Lo o1, cosVia
f'(x) = 5 cos(Vidr) - S(4)72 4 = NZF:
d)
f(z) =2% In(z) :
f(x) =2xIn(z) + x2% =z(2In(x) + 1)
Aufgabe 8
f(z) =2 +22% + 1 = f(1)=4
f'(z) = 3% + 4a = f'(1)="7
f//(x) —6r+4 - f//(l) - 10
FO(z) =6 = fP(1) =6
f™(z) =0firn >3

da ab der vierten Ableitung alle weiteren verschwinden, gilt:

n! 0! 1! 2!

3. fn)
=3 W6y = e Loyt Do Sy

6

3!



Unter Ausnutzen von 0! = 1 folgt nach ausmultiplizieren

10 6
4+7(x—1)+7(x—1)+?(x—1)2+§(x—1)3
=2°+22% + 1.

Die Taylorentwicklung ist mit der urspringlichen analytischen Darstellung iden-
tisch (da die Ableitungen einer Potenzreihe wieder eine Potenzreihe ergeben
und die Darstellung der Funktion eindeutig ist). Daraus folgt fiir den Konver-
genzradius natlrlich, dass er dem Definitionsbereich D = R der Funktion
entspricht.



