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Aufgabe 1

(8 Punkte)
Die Funktion P(z) beschreibt den Wert des Produkts aus Vorganger und
Nachfolger der Zahl z:

P)=(x—-1)-(z+1)=2"—-1

P'(z) =2z
P"(z) =2

Zur Bestimmung des Minumums wird die erste Ableitung Null gesetzt:

20 =0 270=0
P"(z0) =2>0 = Minimum
Die Form der Kurve lasst sich dem Ausdruck P(x) = z* — 1 direkt entnehmen

- es handelt sich um eine um den Betrag 1 nach unten verschobene Normal-
parabel, die nur flr x € Z definiert ist.
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Abbildung 1: Die Funktion P(z) = (x — 1)(z + 1). Das Minimum liegt bei = =
0.

Aufgabe 2

a*v
K(v) = oy
a*(v? + b?) — a*v2v
(v? + b?)?
a*v? + a*b?* — 2a*v?
(v? + b?)?
Q2D2 — a2
(02 + b2)2

>0

= K'(v) =




Zur Bestimmung des Maximums wird die erste Ableitung Null gesetzt:
a’b? — a’v?
o ? =

<~ V12 = +b

K'(v) = =0 < ad’’ —a®? =0

Die zweite Ableitung lautet

—2a*v(v? 4+ b*)? — (a*b?* — a*v?)2(v? + b*)2v
(02 + b2)°
—2a?v(v? + b?) — 4v(a®V® — a*v?)
(v2 4 b2)3
B —2a%v% — 2a%b*v — 4a*b*v + 4a*v?
(0% + b2)?
_ 2a%0® — 6a’b*v
(v2 4 b?)3
20263 — 6ba’h?  —4a?b?
K'(0) = =gy = g < 0furb>0
2a*(—b)® — 6ba*(—b)*>  4a®V®
(2(=0)?)? 8
a®(&b) a?

ap = g > 0firb>0

K" (v) =

K”(—b) _

K (4b) =

Weil v > 0, ist die positive Lé6sung der Wurzel
V= —1—\/@
korrekt. Die negative Loésung bedeutet hier einfach eine Geschwindigkeit in

die Gegenrichtung und der gréBte Wert ist natirlich

a’b  a®

K0 =52 =5

Aufgabe 3

Ableitungen von



(differenzierbar, weil Quotient zweier Polynome, die Nullstelle des Nenners
ist ausgeklammert)

b)

2>+
?+z  zz+1l) x4l

f(x)ZZx—xQZx(Q—x)—Z—x

ist in ¢ = 2 nicht differenzierbar, fir x # 2 ist

oy 1-@Q-2)—(z+1)(-1) 2—-z+2+1 3
fle) = =) ST (oap

() = 5 sin(vaz) :

cosvV4x

(@) = g eos(Vr) - 5(ar) -4 = S0

(differenzierbar, da Wurzelfunktion)
d)
f(z) = 2% In(z); quadz > 0

f(z) =2xIn(x) + x2é =z(2ln(z) + 1)

(differenzierbar, da Produkt differenzierbarer Funktionen)



Aufgabe 4

Entwicklung der Funktion f(z) = sin(z) um die Entwicklungsstelle zo = 7 in
eine Potenzreihe:

f(z) =sin(z) = f(zo=m)=sin(r) =0
F(@) = —cos(z) = ['(zg =) = —cos(m) = —
f"(x) = —sin(x) = f"(xg=7)= —sin(n) =

f(s)(l’) =cos(z) = f(3)(x0 =m) =cos(m) =1

Ab der vierten Ableitung wiederholen sich die Ableitungen, es ist f™(zy, =
7) = +1 fUr gerade n, die ungeraden Ableitungen sind 0.

0 -1 0 , 1 ,
fo) =5 +T<x—w>+2,<x—w> b=
Z W)Zk-‘rl
k:O 2k—|—

Aufgabe 5

a) Nullsetzen der ersten Ableitung liefert
1 3
f(z) = —53:62 +2ar=0=a= 15
einsetzen der Stelle x = 2:
3

3
a=—--2=_.
4 2

Setzt man die Werte fir z und a in die zweite Ableitung ein, so ergibt sich
3 3
f(x) = —5-2$+2a:—3x+2a: —6—1—25 =-3<0,
es handelt sich also um ein Maximum.

b) Die Steigung ergibt sich aus der ersten Ableitung

1 4
f(x) = —§3x2 + 2az = :

3 4
<:>§:E2—3x+§:O
et 23 +24 0
P S

3 33
2 2 8 1
I R R



Die Tangentengleichungen in den Stellen z,/, an die Kurve ergeben sich
nach

tija(z) = f(x1y2) + f(@1)2) - (& — 21)2)

ti(z) = f(%l) + %(ZU - %) = 8,52+ %(5’3 - %)
bla) = 1)+ 50— 2 =281+ 50— 3

c) f(z) ist Polynom vom Grad 3 mit negativem Koeffizient an der héchsten
Potenz, also gilt
lim f(z)==+(-1)cc

r—Fo00

d) Die Funktion hat eine zweite Extremstelle bei x = 0, es ist
f"(0)=2a>0

also hat f(x) ein Minimum bei (0; f(0) = 2) (Sie hat eine reelle Nullstelle,
die schwer zu berechnen ist bei 3,36).

Abbildung 2: die Funktion f(z) = —32% + 32 + 2 im Intervall [-5; 5].



Aufgabe 6

Nullstellen:
f(z)=e"(z> =5z +5) =0
2 —5r+5=0
5 5\? [/5)°
2_9.2 -l = (=] =
T 2+5+ 5 5 0
5\ 25 20 5
TT9) T4 T 1T g
5, V5
— -4 ¥e
= T12 5 7
Extrema:

fl(z) = e"(z* = bz +5) +e*(2r — 5) = e"(2> —32) =0
2? — 3z =0
r3=0; z4=3
FO)=5: f(3) = —¢
f(z) = e*(z* — 3z) + (27 — 3) = €“(2* — x — 3)
f"(0)=-3<0; f'(3)=3e*>0

Die Funktion hat also ein (lokales) Maximum in (0/5) und ein (lokales) Mini-
mum in (3/ — e3).

Wendepunkte:
f(z) = e (z* = 32) + " (2v — 3) = " (2> — 2 — 3) = 0

?—2-3=0

N 1 n V13

Tseg = = £ ——
D R
1 V13
-+ — )~ —12.11
1 v13
IG5 = Y57) ~ 8,59

Die Wendepunkte sind (2,30/ — 12,11) und (—1,30/3,59). f"(0) = (0 —
0 — 3) = —3 < 0, die Funktion ist also zwischen den Wendepunkt rechtsge-
krimmt.



Asymptoten: das Polynom hat keine Polstellen, Verhalten fir x — oo (fUr
negative Werte wird zweimal die Regel von de LHospital benutzt):

lim e“(2* — 5z +5) = lim €” - lim (2* — 52 +5) = +o0

T—00 T—00 T—00
2
. . —x)*+5r + 5
lim e*(z* — 5z +5) = lim (=2)
T——00 T—00 et
2 +5 2
= lim i = lim — =0+
T—00 er z—o00 T
y
44
£1
SRS B R

Abbildung 3: die Funktion f(z) = e*(2% — 5z + 5) im Intervall [-5; 5].



