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1 Wellen

Was ist eine Welle? Wenn sich eine lokale Anregung (Stein wird ins Wasser
geworfen, eine Stimmgabel vibriert, etc.) in Abhangigkeit von der Zeitim Raum
ausbreitet, spricht man von Wellen (z.B. Wasserwellen, Schallwellen, ...). Als
Beispiel Stellen wir uns ein gespanntes, dehnbares Seil vor, in dem eine Aus-
lenkung senkrecht zur Seilrichtung nahe dem einen Ende erzeugt wird. Die
Auslenkung wird sich entlang des Seils bis zum anderen Ende fortbewegen,
wo sie reflektiert wird. Wir haben damit eine mechanische Transversalwelle
unbekannter Form im Medium ’Seil’ erzeugt.

Wellen sind ein immens wichtiger Baustein der Naturwissenschaften - man er-
kennt das sofort, wenn man die Teilgebiete der traditionellen Physik betrachtet:
e Mechanik - Pendel, Festkdrper, Atome.

Akustik - Entstehung und Ausbreitung von Schall wird stets durch Wellen
beschrieben.

Warme - ungerichtete Energie, sie auBert sich in einem Medium als
Brownsche Molekularbewegung: Schwingungen von Teilchen.

Elektrizitat/Magnetismus: elektromagnetische Wellen.

Optik: Licht kann oft als elektromagnetische Welle beschrieben werden.

Bereits in der traditionellen Physik begegnen uns Wellen in allen Teilgebieten.
In der modernen Physik verschmelzen die Grenzen, seit der Entwicklung der
Quantenmechanik in der ersten Halfte des 20. Jahrhunderts hat sich gezeigt,
dass auch Teilchen (und damit das Verhalten aller Materie) nur mithilfe von
Wellen und deren Eigenschaften verstanden werden kdnnen.

1.1 Beschreibung von Wellen

Wir betrachten als Beispiel wieder unser gespanntes Seil. Die Auslenkung
senkrecht zum Seil kénnen wir sicher durch eine Funktion y = f(x,t) in karte-
sischen Koordinaten beschreiben (die z-Achse unseres Koordinatensystems
zeigt dann in Seilrichtung).



1.2 Arten von Wellen

Die Auslenkung bewegt sich mit einer konstanten Geschwindigkeit ¢ durch das
Seil, sie wird nach einer Zeit ¢ die Strecke Ax = ¢ - t zurlickgelegt haben: die
Auslenkung, die sich zur Zeit 0 bei x befand, befindet sich also nach der Zeit
t bei x 4 ¢ - t. Dies ist offenbar dann gegeben, wenn die Funktion nicht allein
von x und t abhangt, sondern von der Kombination x — ct:

y=flz—ct).

Man bezeichnet c als Ausbreitungsgeschwindigkeit, z—ct als Phase der Welle.
In den Ebenen, in denen xc — ct den gleichen Wert hat, ist auch die Amplitude
(Auslenkung) der Welle gleich. Wir bezeichnen die Ebenen als Wellenfronten
oder Wellenflachen, sie sind stets senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Im
Beispiel des gespannten Seils handelt es sich um parallele Ebenen senkrecht
zur Richtung des Seils, es handelt sich um ebene Wellen.

1.2 Arten von Wellen

Transversalwellen: im einem nicht elastischen Seil lassen sich nur Wellen
erzeugen, die eine Auslenkung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung zei-
gen (die Welle ist gezwungen, sich entlang des Seils auszubreiten, eine
Auslenkung in Seilrichtung ist aber nicht mdglich). Das Paradebeispiel
fir eine Transversalwelle ist die elektromagnetische Welle im Vakuum,
das elektrische und das magnetische Feld sind stets senkrecht zur Aus-
breitungsrichtung.

Longitudinalwellen: stellen wir uns ein elastisches Seil vor (z.B. ein Gummi-
seil, so kénnen wir auch eine Auslenkung in Richtung des Seils erzeu-
gen. Es handelt sich dabei um longitudinale Wellen. Schallwellen in Luft
sind beispielsweise Dichtewellen - eine Veranderung der Dichte in einer
Luftsdule bewegt sich als Stérung in Ausbreitungsrichtung entlang der
Saule.

Ebene Welle: die Auslenkung im Seil kann sich nur in eine Richtung fortbe-
wegen - entlang des Seils (der Grund ist, dass die Raumrichtung, in die
das Seil zeigt, ausgezeichnet ist - sie unterscheidet sich in ihren Eigen-
schaften von den anderen Richtungen). Die Wellenfronten sind parallele
Ebenen.

Kugelwelle: eine elektromagnetische Welle im Vakuum breitet sich in alle drei
Raumrichtungen aus (keine Richtung ist gegeniber den anderen ausge-
zeichnet). Die Wellenfronten sind kugelférmig.
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1.3 harmonische Wellen

Im Allgemeinen ist unsere Welt allerdings kompliziert - betrachtet man als
simples Beispiel eine Wasseroberflache, auf der eine Punktférmige Stérung
erzeugt wird, so erkennt man, dass es sich bei der daraus entstehenden Wel-
le um ein recht komplexes Gebilde handelt. Die Welle breitet sich entlang der
Wasseroberflache aus (die Wellenfronten sind Zylinderférmig), es handelt sich
bei den meisten Wellen in Flussigkeiten um eine Mischung aus Transversal-
und Longitudinalwelle (Boote an der Mauer, Korken).

1.3 harmonische Wellen

Warum bildet sich bei einer Auslenkung des Seils Uberhaupt eine Welle? Das
Seil kann in guter Naherung durch ein Modell einer Kette von gekoppelten
Oszillatoren dargestellt werden.
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Abbildung 1: Entstehung von Wellen im Modell gekoppelter Oszillatoren

Die einzelnen Oszillatoren (kleine Massennpunkte) sind dann durch eine
Wechselwirkung (im Bild symbolisch die Federn zwischen den Schwingern)
verbunden, sie beeinflussen sich gegenseitig bei Auslenkung. Bei einer Aus-
lenkung eines Schwingers treibt ihn eine Rickstellkraft zurlick in seine Ruhe-
lage, dabei werden die Oszillatoren in der Umgebung ebenfalls beeinflusst, es
ergibt sich eine fortgesetzte Bewegung. Die Ruckstellkraft wirkt stets in Rich-
tung des Seils, bei einer Auslenkung nach oben oder unten ergibt sich aber
eine Resultierende, die direkt von der Krimmung des Seils abhangt.



1.3 harmonische Wellen

Abbildung 2: Rickstellkraft bei Auslenkung eines Seils.

Wenn die Auslenkung durch einen Kreisbogen mit Radius R beschrieben wer-
den kann, wird der Teil der Kraft, der senkrecht zur Seilrichtung wirkt und das
Seil in die Ausgangslage zurlickzieht, in einem Seilstlick der Léange dx den

Betrag
dx
F - FOE
haben, denn es gilt die Beziehung F/F, = dz/R (vgl. Abbildung [2). Bei

kleiner Auslenkung ist die Krimmung mit dem Radius Uber

verknUpft, die Rickstellkraft wird damit zu
F= Foy//dl'.

Die Ruckstellkraft, die auf das Seilstlick der Lange dx wirkt, entspricht aber
einer Beschleunigung, es gilt (' = m - a) mit der Massendichte p im Seil und
der Querschnittsflache A

. F F
YTm T p - Adx
. RYy'dr Ky,
- pAdr /ﬁy
=y’ (1)
P

Die GréBe o = Fy/A ist die Seilspannung (eine Flachendichte der Kraft im
Seil). Die Differentialgleichung (1) wird als Wellengleichung bezeichnet, sie ist
in einer Dimension von der Form

0? 0?

T, t) =c? x,t),

ﬁy( @y(
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1.3 harmonische Wellen

ihre Losung beschreibt das zeitliche und raumliche Verhalten einer harmoni-
sche Welle.

Im folgenden werden wir das Verhalten von Wellen anhand solcher harmoni-
scher Wellen betrachten. Es handelt sich um ’einfachste’ Wellen ohne Damp-
fung mit kleiner, sinusmodulierter Amplitude sowie einer Richtung und Fre-
quenz (z.B. Laserpointer). Sie sind fir die Beschreibung unserer Welt aber
enorm nutzlich, da (fast) jeder periodische Vorgang in der Realitat in harmoni-
sche Schwingungen zerlegt werden kann (Fourier-Entwicklung).

AY
Wellen{dnge A _ 4
/ o A — t/x
-A

Abbildung 3: sin(x) bzw. sin(t).

Wir betrachten eine harmonische (sinusférmige) Anregung im Ursprung eines
Koordinatensystems,
y(x = 0,t) = Asin(wt)

mit der Amplitude A und der Kreisfrequenz w. Um sich vom Ursprung bis
an die Stelle = zu bewegen, benétigt eine Wellenfront die Zeit x/c, d.h. der
Bewegungszustand der Welle an der Stelle = zur Zeit ¢ entspricht dem Zustand
der Welle im Ursprung zu einem friiheren Zeitpunkt ¢t — = /c:

y(x,t) = A-sin ((w(t — %)) = Asin (wt — kx), )
dabei wurde die Wellenzahl & = * benutzt. Eine Momentaufnahme der Welle,
der Einfachheit halber bei t = 0 wir dann beschrieben durch

y(z) = Asin(kzx).
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1.3 harmonische Wellen

Die Funktion ist 27-periodisch, also wiederholt sich die Auslenkung der Welle
alle kx = 2x. Durch Auflésen nach z erhalten wir die Wellenlange

2m
A= —.
k
Weiter bewegt sich die Welle offensichtlich wahrend einer Periodendauer T’
um eine Wellenlange ) fort, also gilt
Ar A

oder mit der Beziehung A\ = 2?” und w =27 f

2rw w
C=AT= g TR
sw=c-k (4)

Die letzte Form wird als Dispersionsrelation bezeichnet, sie beschreibt den Zu-
sammenhang zwischen der zeitlichen (w) und der rdumlichen Periodizitat (k)
der Welle. im einfachsten Fall (¢ frequenzunabhé&ngig) ist der Zusammenhang
linear, im allgemeinen Fall hangt die Geschwindigkeit aber von der Frequenz
ab: ¢ = c(w).

’

Abbildung 4: Dispersionsrelation: die durchgezogene Linie zeigt eine Lichtge-
schwindigkeit, die nicht von der Frequenz abhéngt, in der Realitat
ist sie im Material davon abhangig (gepunktete Linie: Dispersions-
relation, berechnet fiir einen Festkdérper im Debye-Modell)



2 Optik

Optik ist die Lehre vom Licht, meist interessieren dabei natirlich die Entste-
hung und die Ausbreitung von Licht. Sie kann in zwei groBe Teilgebiete, die
klassische Optik und die Quantenoptik gegliedert werden. In der klassischen
Optik unterscheidet man zwei Zugange zur Beschreibung der Lichtausbrei-
tung: Wellenoptik und geometrische Optik. Die Grundlage der Wellenoptik ist
die Wellennatur des Lichts. Die GesetzmaBigkeiten der geometrischen Optik
gelten fir den Fall, dass die Abmessungen des optischen Systems sehr grof3
gegenuber der Wellenlange des Lichts sind (bei geringen Abmessungen der
Komponenten gegenuber der Wellenlange spricht man von Mikrooptik).

2.1 das elektromagnetische Spektrum

Die Gesamtheit der elektromagnetischen Wellen aller Energien bzw. Frequen-
zen. Man unterteilt die auftretenden Wellen in unterschiedliche Energieberei-
che (die Einteilung ist meist willkirlich und historisch gewachsen), Ublich ist
die Einteilung nach Wellenlangen. Die Frequenz ist mit der einfachen Bezie-
hung ¢ = A - f mit der Wellenldnge verknipft und deshalb einfach zu berech-
nen. Tabelle[1]gibt einen Uberblick tiber die Bereiche der elektromangetischen
Strahlung.



Bezeichnung

2.1 das elektromagnetische Spektrum

Wellenldnge A Frequenz

ELF (Extremely Low Frequency)
SLF (Super Low Frequency)

ULF (Ultra Low Frequency)
VLF (Very Low Frequency)

Langwelle
Mittelwelle
Kurzwelle
Ultrakurzwelle

Dezimeterwellen
Zentimeterwellen
Millimeterwellen

Infrarot

rot
orange
gelb
grin
blau
violett
uv

XUV
Réntgen

Gammastrahlung

10-100 Mm
1-10 Mm

100-1000 km
10-100 km
-10km

-680m

-180m

-10m

-1m

-10cm

-1cm

780nm - 1mm

640-780nm
600-640nm
570-640nm
490-570nm
430-490nm
380-430nm
50-380nm

1nm-50nm
10pm-1nm

-10pm

3-30Hz

384THz

789THz

Bahnstrom
Stromnetz, friiher
U-Boot-Kommunikation

Radio, TV, Funk
Radio, TV, Funk
Radio, TV, Funk
Radio, TV, Funk
Radar
Mikrowellen

Thermografie
Fernbedienung
Laserdioden (CD)

blu-ray Disc
EUV-Lithographie

Medizin (Bild)
Strukturanalyse
Radioaktivitat

Tabelle 1: Einteilung des elektromagnetischen Spektrums nach Wellenlange.



2.2 elektromagnetische Wellen in Materie

2.2 elektromagnetische Wellen in Materie

Eine der wichtigsten Problemstellungen der Optik ist die Ausbreitung von Licht
im Raum. Natdrlich ist dabei eine Welle, die sich geradlinig in einem gleich-
formigen Medium oder im Vakuum ausbreitet, vom technischen Standpunkt
gesehen eher uninteressant. Trifft diese Welle aber auf ein Hindernis oder be-
wegt sich durch ein Medium, dessen Eigenschaften sich &ndern (z.B. an der
Grenzflache zwischen zwei Materialien), so liegt die Vernutung nahe, dass
sich auch das Verhalten der Welle andert. Wir kénnen das Verhalten der Wel-
le unter gewissen vereinfachenden Annahmen und Beachtung einiger Grund-
prinzipien recht einfach beschreiben.

2.2.1 Brechungsindex

Der Brechungsindex (auch als Brechzahl bezeichnet) ist eine optische Materi-
aleigenschaft. Die dimensionslose GrdRe gibt den Faktor an, um den Wellen-
lange und Phasengeschwindigkeit des Lichts kleiner sind als im Vakuum.

An der Grenzflache zweier Medien, die sich in ihren Brechungsindizes unter-
scheiden, wird Licht gebrochen und reflektiert. Dabei nennt man das Medium
mit dem hdheren Brechungsindex das optisch dichtere.

Definition: Brechungsindex

Der Brechungsindex gibt das Verhéltnis der Vakuumlichtgeschwindigkeit
co zur Ausbreitungsgeschwindigkeit c des Lichts im Medium an:

Co

c

n =

Da die Phasengeschwindigkeit im Material von der Wellenlange des einfallen-
den Lichts abhéngt (dies gilt allgemein auch bei elektromagnetischer Strah-
lung auBBerhalb des sichtbaren Bereichs), ist der Brechungsindex strengge-
nommen eine Funktion der Wellenlange. Da dies aber fur einfache Anwen-
dungen nicht relevant ist, wird er meist fur die Wellenlange der Natrium-D-Linie
(589 nm) angegeben.

Der Brechungsindex in Luft betragt auf Meeresniveau 1,00028 (fur trockene
Luft bei Normatmosphére), er wird meist als eins angenahert. Im sichtbaren
Bereich sind die Brechungsindizes realer Materialien praktisch immer gréie-
rer als 1, es ist beispielsweise (fur Licht mit einer Wellenlange von 589 nm)
in Wasser n = 1, 33, fur Brillenglaser aus Kunststoff n etwa 1,76, flr echte
Glaser in Brillen bis zu n = 1,9. Er hangt als Materialkonstante direkt mit dem
atomaren Aufbau des jeweiligen Materials zusammen.
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2.2 elektromagnetische Wellen in Materie

2.2.2 GauBsche Optik

Zunachst nehmen wir an, dass wir Licht (oder allgemein die Welle, die wir
beschreiben wollen) als ein Bindel von Strahlen betrachten kénnen. Wir se-
hen Licht, dass sich von einer Quelle ausbreitet also als ebene Welle oder
Teilchen, das sich auf einer Linie geradlinig von der Quelle wegbewegt. Der
Lichtweg ist dabei stets umkehrbar, ein Lichtstrahl, der in entgegengesetzter
Richtung lauft, folgt dem exakt gleichen Weg.

Als vereinfachende Naherung gehen wir davon aus, dass wir uns im Bereich
der paraxialen (oder GauBBschen) Optik bewegen - wir betrachten nur Licht-
strahlen, die mit der optischen Achse (der Symmetrieachse eines optischen
Elements oder Systems) kleine Winkel bilden und kleine Abstande von ihr ha-
ben. Die Naherung liefert vernlinftige Ergebnisse, solange die Kleinwinkelna-
herung erfullt ist, etwa fur Winkel bis 5°. In diesem Fall gelten die Beziehungen

sin(a) =~ tan(a) ~ « (5)
2.2.3 Das Prinzip von Huygens/Fresnel

Das Huygens-Prinzip besagt, dass von jedem Punkt einer Wellenfront (vgl.
Abb. [5) stets eine Kugelwelle, auch als Elementarwelle bezeichnet, ausgeht.

Ausbreitungsrichtung .‘

/’/ :

s
/) S
/

Abbildung 5: Das Prinzip von Huygens/Fresnel.

Da die Wellenfronten einer ebenen Welle die bis ins Unendliche ausgedehn-
ten Ebenen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung sind, bleibt eine solche Welle
auch bei Anwendung des Huygens-Prinzips eben.
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2.2 elektromagnetische Wellen in Materie

2.2.4 Das Fermat-Prinzip

Licht nimmt zwischen zwei Punkten immer den Weg, fir den es so wenig Zeit
wie moglich bendtigt (der 'optisch kiirzeste Weg’). Dieses simple Prinzip er-
madglicht in unserem einfachen Fall direkt die Ableitung des Lichtwegs bei Re-
flexion und Brechung eines Lichtstrahls an der Grenzflache zwischen Medien
mit unterschiedlichen Lichtgeschwindigkeiten.

2.2.5 Reflexion

Trifft Licht (ein Lichtstrahl) unter einem Winkel o (gemessen gegen die Nor-
male der Oberflache) auf eine Oberflache, eine Grenzflache zwischen zwei
Medien, so wird im allgemeinen ein Teil des Lichts an der Flache reflektiert.
Wir gehen zunachst von einer ebenen und glatten Oberflache aus (ein gutes
Beispiel ware eine polierte Metalloberflache).

Abbildung 6: Reflexion nach dem Prinzip von Huygens/Fresnel.

Die Elementarwelle, die auf der linken Seite im Punkt D entsteht, wird reflek-
tiert und lauft in Gegenrichtung weiter. In der Zeit, die die Elementarwelle auf
der anderen Seite der Wellenfront in Punkt F benétigt, um die Strecke bis zur
Grenzflache (Punkt 1) zurlickzulegen, hat die reflektierte Elementarwelle die-
selbe Strecke (in den oberen Halbraum) zuriickgelegt. Also ist die Strecke F'1
gleich der Strecke DM, oder der Einfallswinkel o gleich dem Ausfallswinkel £3.

sin(a) = sin (6)

Dieser Ausdruck wird als Reflexionsgesetz bezeichnet.
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2.2 elektromagnetische Wellen in Materie

2.2.6 Brechung

Tritt ein Lichtstrahl aus einem Medium | mit Lichtgeschwindigkeit ¢; und Bre-
chungsinden n; unter dem Winkel « in ein optisch+dichteres Medium Il mit
Lichtgeschwindigkeit ¢o < ¢; und Brechungsinden ny, > n4 ein, so wir er sich
nach dem Ubergang natiirlich wieder geradlinig weiterbewegen. Er wird dabei
allerdings seine Richtung verandern, sofern sich die Lichtgeschwindigkeiten
der Materialien unterscheiden. Auch das ist mit Hilfe des Huygens-Prinzips
leicht einzusehen.

Abbildung 7: Brechung beim Ubergang in ein optisch dichteres Medium nach
dem Prinzip von Huygens/Fresnel.

In der Zeit, die eine Elementarwelle von der einen Seite der Wellenfront bené-
tigt, um den Weg durch das Medium | an die Grenzflache zurlickzulegen, hat
sich die Wellenfront auf der anderen Seite bereits durch Medium Il bewegt.
Da die Lichtgeschwindigkeit ¢, in Medium Il geringer ist, ist die Strecke in Me-
dium Il natdrlich kiirzer. Verbindet man die Wellenfronten, die nach dieser Zeit
in Medium Il entstanden sind, so sieht man sofort, dass die Wellenfront ihre
Richtung im Raum geéndert hat. Damit andert sich natirlich auch die Aus-
breitungsrichtung der Welle, die ja stets senkrecht dazu ist. Der Strahl &ndert
seine Richtung, er wird beim Ubergang in ein optisch dichteres Medium zur
Normalen hin gebrochen.

¢p - sin(a) = ¢y - sin(f)

PN mo_ sin(3) @

ny  sin(a)
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2.3 Brechung an einer sphérischen Oberflache

Die Beziehung wird auch als das Brechungsgesetz von Snellius bezeichnet.

Im Fall einer rauen Oberflache (Beispielsweise einer tapezierten Wand), be-
sitzt die Oberflache viele kleine Teilflachen, die sich durch unterschiedliche
Normalenrichtungen voneinander unterscheiden. Das Licht wird diffus reflek-
tiert, da das Strahlenbindel eine radiale Ausdehnung besitzt.

2.3 Brechung an einer spharischen Oberflache

Wir betrachten ein Blindel von Lichtstrahlen, das an einer spharischen Ober-
flache mit dem Radius r aus einem Medium mit Brechungsindex n; in ein
optisch dichteres mit dem Brechungsindex n, > n; Ubergeht.

Abbildung 8: Brechung eines Lichtstrahls an einer spharischen Oberflache.

Ein Lichtstrahl lauft unter dem Winkel v aus einem Punkt P auf der optischen
Achse, der sich im Abstand g, der Gegenstandsweite, vor der Grenzflache be-
findet und trifft unter dem Winkel o auf die Oberflache. Dort wird er gebrochen
und tritt unter dem Winkel (5 in das optisch dichtere Medium ein. Er trifft die
optische Achse im Winkel v im Punkt P’ mit Abstand b (der Bildweite). Der
Radius der Oberflache trifft den Punkt A, in dem der Strahl gebrochen wird,
unter dem Winkel 7/ im Abstand [ von der optischen Achse. Falls Winkel und
Abweichungen von der optischen Achse klein sind, gilt

sin(a) ~ tan(a) = a,

der Einfallswinkel v und der Ausfallswinkel 7" kénnen also als



2.3 Brechung an einer sphérischen Oberflache

geschrieben werden, der Winkel ~/ ist

,

v =-.
"

Ferner lassen sich Einfalls- und Ausfallswinkel als
a=7+7 und B=5"—19"
ausdriicken. Das Gesetz von Snellius

sin(a) o ng

sin(8) B m

kann also umgeschrieben werden als

T+ e
,y/ ,Y// nl
7%+gl7_%+§_n2
l I~ 1 1
rT5 v b M
(1 1> (1 1)
ny -4 - =MNo | — — +
r g r b
1 (%) Mo — N

= (8)

Die Hbhe [ verschwindet, der Abstand b, nach dem der Strahl nach der Bre-
chung die optische Achse schneidet, ist unabhangig davon, unter welchem
Abstand [ von der optischen Achse er gebrochen wird. Alle Strahlen verei-
nigen sich nach der Brechung in einem Punkt im Abstand b auf der Achse.
Lasst man den Punkt, aus dem Strahlen einfallen nach links ins Unendliche
wandern (d.h. g — o), so erhélt man ein paralleles Strahlenbindel, das auf
die brechende Oberflache féllt. Im Grenzwert erhalten wir
na Ng — My na

b r Ny — Ny

=

die hintere Brennweite. Sie gibt den Abstand an, unter dem sich parallel auf
die brechende Oberflache fallende Strahlen vereinigen. Analog ergibt sich fir
parallele Strahlen nach der Brechung (b — c0) die vordere Brennweite

F=g= e

-7
Ny — 1y

Alle Strahlen, die vor der Brechung den Punkt im Abstand F' auf der optischen
Achse passiert haben, werden nach der Brechung zu Parallelstrahlen.
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2.4 dinne Linsen

2.4 dinne Linsen

Geht ein Lichtstrahl durch eine Linse, so wird er zunachst an der Vorderseite
(links) beim Durchgang in das optisch dichtere Medium gebrochen, dann nach
dem Durchgang beim Ubergang in das optisch dinnere Medium.

F ¥ 3
Yy

9o

Abbildung 9: Brechung eines Lichtstrahls an einer Linse.

Wir betrachten die beiden Brechungen bei Abbildung des Punktes P mit der
Gegenstandsweite g getrennt und nutzen die Ergebnisse, die wir fiir eine spha-
rische Oberflache erhalten haben: sofern sich die Linse in Luft befindet (Bre-
chungsindex = 1), kbnnen wir die Brechung an der Vorderseite (links in Abb.
[9), als eine Brechung an der spharischen Oberflache mit Radius r; betrach-
ten. Mit den Brechungsindizes n in der Linse, 1 auf3erhalb ergibt sich mit
Gleichung [§ ein virtuelles Bild in P im linken Halbraum. Die Bildweite b; wird
also negativ.

1 -1

—4 =2 ©)

g b 1
Bei der zweiten Brechung nach dem Durchgang durch die Linse wird das vir-
tuelle Bild P] in ein reelles Bild im rechten Halbraum abgebildet. Die Brechung
geschieht beim Ubergang vom optisch dichteren Medium (Brechungsindex n)

in Luft:

1 1-—
Ly 0 (10)
qn b )
Die Gegenstandsweite entspricht vom Betrag der Bildweite der ersten Bre-
chung, das Vorzeichen ist aber positiv

g1 = —by.
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2.4 dinne Linsen

Addiert man die Gleichungen (9) und und setzt die Gegenstandsweite ¢,
ein, so folgt

1 n n 1_n—1 1—n

g b1 b1 bi T1 T2
1 1 1 1
= -l =—-=
9+b (n )(7"1 7”2)

Aus dieser Gleichung erhélt man wieder die Brennweite der Linse, indem man
die Gegenstandsweite g; gegen Unendlich laufen lasst:

)

Also kann die Brennweite mit der Gegenstands- und der Bildweite der Linse
verknupft werden:

1 1 1
— = — 4+ — hei3t Abbildungsgleichung. (11)
g b
Die Abbildungsgleichung erlaubt es, Abbildungen durch Linsen und -systeme
einfach zu berechnen.

2.4.1 Abbildung durch Linsen

Ein Gegenstand der GréBe GG im Abstand g vor einer konvexen Linse liefert
(unter Anwendung der Gauf3schen Naherungen und Vernachlassigung von
Abbildungsfehlern durch die Linse) ein scharfes Bild B im Abstand b nach der
Brechung. Diese Art der Abbildung durch eine einzelne Linse wird beispiels-
weise im einfachen Fotoapparat genutzt. Mit Hilfe der Abbildungsgleichung
lasst sich die Bildweite berechnen:

11 1 1 f-g
=z = b=g—7 = )
b /g F Ty g—Ff
die VergrdBerung des Bildes ist der Faktor
B b 1 fg f
V=>F)==(-1)-=— =— :
( )G ( )g 99—/ g—1f

Die VergroBerung bei der Abbildung hangt also unter den gewahlten Nahe-
rungen lediglich vom Abstand des Gegenstands von der Brennweite der Linse
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2.4 dinne Linsen

x := gt — f ab. Der Faktor (—1) berlcksichtigt die Tatsache, dass bei Abbil-
dung durch eine Linse das Bild gedreht wird - es steht auf dem Kopf, was sich
einfach durch eine negative Bildgré3e darstellen lasst. Ein Sonderfall ist die
Abbildung ohne die Veranderung der Grde, hier gilt

B f

V=——es=———=-1 = g¢g=2f.

G g—f
Ist der Gegenstand weiter entfernt (¢ > 2f), so ergibt sich ein verkleinertes
Bild, liegt die Gegenstandsweite zwischen 2f und f, ist das Bild reell und
vergréBert. Befindet sich der Gegenstand innerhalb der Brennweite (¢ < f),
so ergibt sich kein reelles Bild, man erhalt ein virtuelles Bild vor der Linse.

In der Realitat ist die VergrdBerung durch eine Linse durch Abbildungsfehler
und die Intensitat des Bildes begrenzt. Durch die Kombination von Linsen
lassen sich die Abbildungseigenschaften teilweise verbessern.

2.4.2 die Lupe

Das virtuelle Bild fur einen Gegenstand innerhalb der Brennweite einer Ein-
zellinse wir bei einer Lupe angewandt - sie erzeugt ein aufrechtes und ver-
gréBertes virtuelles Bild. Die Entstehung des Bildes lasst sich nur verstehen,
wenn zusatzlich zur Lupe das Auge des Beobachters betrachtet wird. Fir die
Konstruktion des virtuellen Bildes betrachten wir einen Mittelstrahl, der ohne
Brechung durch den Mittelpunkt der Linse tritt und einen Parallelstrahl, der
durch die Brechung der Linse zum Brennstrahl wird.

Der Betrachter, der sich in der Abbildung rechts von der Linse befindet, geht
von der geradlinigen Ausbreitung des Lichts aus. Fur ihn scheint also das
Licht von der Stelle auszugehen, an der sich die Verlangerungen der beiden
Strahlen kreuzen. Also befindet sich das virtuelle Bild genau dort.

Netzhaut

f !'1 :UFH: ¢

[
_Netzhaut

Lupe

Auge Auge

Abbildung 10: Das Prinzip der Lupe
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2.4 dinne Linsen

Der Gegenstand muss sich innerhalb der Brennweite befinden, um ihn durch
die Lupe vergroBert zu sehen. Optimal wird die Lupe gehalten, wenn sich
der Gegenstand im Brennpunkt befindet, die Strahlen verlaufen dann parallel.
Das virtuelle Bild scheint unendlich weit weg zu sein, das Auge kann sich
entspannt auf gro3e Entfernung einstellen.

Die VergrdéBBerung einer Lupe ergibt sich aus dem Verhaltnis des Sehwinkels
mit und ohne Sehhilfe. Als BezugsgréBe wird meist die deutliche Sehweite
so = 25cm gewahlt, die mittlere Entfernung, ab der ein menschliches Auge
einen Gegenstand scharf abbilden kann. Fir ein Bild im Unendlichen ist der
Offnungswinkel

g f y
betrachtet man den Gegenstand ohne Linse aus der Entfernung s, = 25cm,
so ist der Offnungswinkel

Eop = —.
So
Die VergroBerung der Lupe ist das Verhaltnis der beiden Winkel

_ £ _%
V=_ 7 (12)

2.4.3 Linsensysteme

Auch fir Systeme von Linsen kann die Bildweite und die VergréBerung mit
Hilfe der Abbildungsgleichung berechnet werden. Beispielsweise lasst fiir jede
der Sammellinsen in Abb. [{1] die Bildweite bei bekannter Brennweite aus der
Gegenstandsweite berechnen.

Beispiel: System zweier Sammellinsen
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2.5 Anwendungen

Abbildung 11: System zweier konvexer Linsen

Wir nehmen zwei Sammellinsen an: Linse 1 besitzt die Brennweite f; =
5cm, sie befindet sich an der Stelle x1 = 10cm. Linse 2 auf der rechten
Seite besitzt die Brennweite f, = 10cm und befindet sich bei x5 = 20cm.
Die Abbildungsgleichung lautet

f-g
hp= L7
g—f

befindet sich ein Gegenstand bei x, = -6¢cm, so ist die Gegenstandsweite
vor der ersten Linse g = 6cm:

Die Abbildung befindet sich 30cm hinter der ersten Linse. Die zweite
Linse befindet sich bei x5=20cm, das Bild der ersten Linse also eben-
falls auf der rechten Seite der zweiten Linse. Die Gegenstandsweite der
rechten Linse ist die Differenz zwischen Bildweite b; und Position der
Linse x5, also g» = -10cm. Die Bildweite erhalten wir wieder durch die
Abbildungsgleichung:

fggg - 100m(—100m)
go — fQ N —10cm — 10cm

by = = 5cm

Es ergibt sich ein scharfes und aufrechtes Bild bei der Bildweite b, =
5cm, gemessen ab der zweiten Linse, also an der Position 2z = 25¢cm.
Die VergroBerung ist das Produkt der EinzelvergroBerungen

Ji 9o 5-10 5

V:Vrvz:gl—fl'fz—gz (6-5)(-10—(10)) 2

2.5 Anwendungen
2.5.1 Mikroskop

Ein Objekt (Gegenstand) in sehr geringem Abstand vom Brennpunkt einer
Sammellinse (dem Objektiv) liefert ein stark vergréBertes Bild hinter der Linse.
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2.5 Anwendungen

Hilfslinie zur Konstruktion,
kein Strahlengang

\ i fa fo /
| T
Gegensé? 1

Okular

Objektiv

Abbildung 12: Strahlengang im Mikroskop

Dieses Zwischenbild entsteht im Abstand ¢ (der Tubusldnge) vom inneren
Brennpunkt des Objektivs. Da sich der Gegenstand sehr nah an vor dem
Brennpunkt befindet, kann die Gegenstandsweite in guter Naherung durch die
Brennweit der Linse ersetzt werden. Ist die Tubuslange grof3 gegentber der
Brennweite, so kann die Bildweite durch die Tubusldnge genahert werden. Fir
die VergréBerung des Objektivs ergibt sich

Das Zwischenbild kann nun durch eine zweite Linse (das Okular) mit Brenn-
weite f, wie durch eine Lupe betrachtet werden. Dazu befindet sich das Zwi-
schenbild praktisch in der Brennebene des Okulars, man betrachtet ein noch-
mals vergro3ertes virtuelles Bild des Zwischenbilds. Der Abbildungsmaf3stab
des Okulars ist nach

S
Vir = f—°
Far die VergrdoBerung des Mikroskops ergibt sich also
ts
vzvoijokz—ffi (13)

Das Bild eines Mikroskops steht also ebenfalls auf dem Kopf.

2.5.2 Das Fernrohr

Eine Sammellinse erzeugt von weit entfernten Gegenstanden (das Licht fallt

angenahert in einem parallelen Strahlenblindel ein) ein Bild, das sich praktisch

in der Brennebene befindet. Aus der Definition der VergréBerung
B_b_f

V:—:—
G g g

erkennt man, dass das Bild umso gréBer ist, je groBer die Brennweite f; der
Sammellinse (die wir wieder als Objektiv bezeichnen) ist.
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2.5 Anwendungen

fy T

Abbildung 13: Fernrohr nach Kepler

Der C")ffnungswinkel in der Brennebene ist ¢ = B/s,, wenn das Bild mit dem
Auge im Abstand s, (von der Brennebene) betrachtet wird. Ohne die Linse s&-
he man das Bild an derselben Stelle unter dem Offnungswinkel ¢, = G/g. Die
VergréBerung des Systems ist das Verhaltnis der beiden Winkel (der Faktor
—1 berucksichtigt wieder, dass das Bild auf dem Kopf steht),

__h

s0 G S0g S0

S _nyBe__9h
€0
Flr eine Brennweite f > s, vergréBert das Objektiv also die Abbildung im Au-

ge. Im Fernrohr wird das Bild in der Brennebene des Objektivs (Zwischenbild)
mit einem Okular der Brennweite f;> als Lupe nochmals um den Faktor

50
Ve = —
g
vergrdBert. Insgesamt hat unser Fernrohr also eine Vergré3erung von
Ve —-D1%0 S
so f2 f2

Das behandelte Fernrohr (Keplersches Fernrohr) eignet sich fir astronomi-
sche Beobachtungen, es liefert aber ein umgekehrtes Bild und eignet sich
deshalb nicht fir den irdischen Gebrauch. Das Bild Iasst sich aber ein wei-
teres Mal umkehren, indem speziell geformte Prismen (z.B. im Opernglas)
oder eine Zerstreuungslinse statt der Sammellinse als Okular benutzt wer-
den (Galilei- Fernrohr). Moderne Teleskope fiir die Astronomie sind meist als
Newton-Teleskope mit einem sphéarischen Spiegel anstatt der Linse als Objek-
tiv ausgefihrt. Die Spiegel sind speziell bei groBen Teleskopen stabiler und
zeigen weniger Abbildungsfehler.
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2.6 Interferenz, Wellenoptik

2.6 Interferenz, Wellenoptik

Licht auBert sich oft in Form einer elektromagnetischen Welle, bei der ein
elektrischer und ein magnetischer Feldvektor mit einer Phasenverschiebung
von 90° (bzw. 7/2) eine Sinusschwingung vollfihren. Die Welle erhélt sich
selbst, sie bendtigt kein Medium und kann damit Energie selbst durch den
leeren Raum transportieren. Eine Lichtquelle (Strahlungsquelle) erzeugt meist
aber keine zusammenhangende Welle, sondern einzelne, kurze Wellenzuge,
die sich Uberlagern. Je nach Phasenbeziehung der einzelnen Wellenziige
zueinander kdnnen sich diese Teilwellen durch vektorielle Addition ihrer Aus-
lenkungen verstarken oder auch ausléschen. Man spricht von Interferenz der
Wellenzlige, sie tritt bei allen Arten von Wellen auf.

Schwéchen sich die Wellen dabei gegenseitig ab, so spricht man von destruk-
tiver Interferenz, verstarken sich die Amplituden, so spricht man von konstruk-
tiver Interferenz.

konstruktive Interferenz destruktive Interferenz

Interferenz- /\ [\ /\ /\ /\ f
S RVAVAVAVAVAY

Welle | \V4 AV NNV VOV UV

e NN NN ] N
elle 2 \VARAVALVERV, v

Interferenz mit Schwebung

mosier ™ Mo AL T A
Schwebungs- VVWVVWVW"

frequenz

. ANDAAAADANAAADNNAAADAA
Welle L UV VVVUVUVVVUVVVUVTY

welies  MAAAAAAAAANAAANANAAN
elle2 VY VYV v vy

Abbildung 14: Interferenz zweier sinusférmiger Wellen: vollstdndig konstrukii-
ve und vollstandig destruktive Interferenz bei Schwingungen glei-
cher Wellenlénge und gleicher Amplitude. Das dritte Bild verdeut-
licht das Entstehen einer Schwebung bei Wellen unterschiedli-
cher Frequenz.

Schwingen zwei Wellen mit gleicher Frequenz und Amplitude, aber gegenein-
ander um eine halbe Wellenlange verschoben, so kommt es zur vollstandigen
Ausléschung der Wellen. In der Realitat werden die Wellen meist unterschied-
liche Frequenzen und Phasenverschiebungen aufweisen, was haufig zu einer
Abschwachung der Welle fihrt. Die Interferenzmuster auf einer DVD oder
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2.6 Interferenz, Wellenoptik

einem Olfleck auf einer nassen Fahrbahn entstehen beispielsweise durch In-
terferenz des Lichts, dass an der Oberflache reflektiert wird mit Licht von der
Unterseite - je nach Wellenlange und Winkel des refletierten Lichts werden
einzelne Wellenlangenbereiche nach der Reflexion abgeschwéacht. Man be-
obachtet unter verschiedenen Winkeln also den Rest des Spektrums farbig.

Interferenz wird beispielsweise bei der Vergitung von Brillen oder Glaslinsen
eingesetzt (Entspiegelung). Man kann die reflektierte Intensitat verringern,
indem eine diinne, transparente Schicht eines brechenden Materials auf die
Oberflache einer Linse aufgebracht wird. Das Prinzip ist in Abb. [15]dargestellt:

I; #~ sammellinse
2o
- ' f 3
: p v Luft
ng i A A
dinne transparente
Schicht

optisch dichteres
Substrat

Abbildung 15: Zur Entspiegelung einer Oberflache: der einfallende Strahl wird
an A und an B mit Phasensprung reflektiert. Die Strahlen r; und
ro interferieren anschlieBend destruktiv zur Amplitude null

Ein einfallender Strahl wird an der Oberflache (in Punkt A) und an der Grenz-
flache (Punkt B) teilweise reflektiert (bei beiden Reflexionen springt die Phase
der Welle um 7 - wir kdnnen diesen Sprung auBBer Acht lassen). Betrachtet
man eine einzelne Wellenlange )\, so wird sich die vollstandige destruktive In-
terferenz einstellen, wenn der Gangunterschied der beiden reflektierten Strah-
len ein ungerades Vielfaches von \,/2 betragt (die Phasendifferenz ist dann
7) und die Amplituden gleich sind. Die Amplituden der reflektierten Strahlen
lassen sich mit Hilfe der Fresnel-Gleichungen, die wir hier nicht behandeln
kénnen berechnen, fir den optimalen Brechungsindex der Verglitungsschicht
ergibt sich daraus die Bedingung

ny = +4/MNo - Na

(no wird meist 1 gesetzt, da das Licht aus Luft auf die Oberflache trifft) fir
den gleichen Betrag der Amplituden. Mehrfachreflexion, die dadurch entsteht,
dass ein Teil des Strahls nicht an der Oberflache der Schicht austritt, sondern
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2.7 Beugung

wieder nach unten reflektiert wird und den Weg ein weiteres Mal durchlauft,
wird dabei vernachlassigt. Fur den benétigten Phasenunterschied von m muss
die optische Weglange des Strahls in der VerglUtungsschicht jetzt

k% mit k=1,3,5,...

betragen. Verwendet man die diinnste mégliche Schicht (d.h. £ = 1), so wird
die Weglange
Ao o
Zdnl—kg = d= I

Die bendétigte Schichtdicke der Vergitungsschicht betragt also d. Die destruk-
tive Interferenz ist natlrlich nur fir die eine Wellenlange )\, und senkrechten
Einfall vollstandig, abweichende Wellenlangen werden zunehmend reflektiert
(interferieren nicht vollstéandig destruktiv), fir abweichende Winkel gilt das-
selbe. Brillentrager kénnen dies meist einfach Gberprifen - die (schwache)
Reflexion an verglteten Oberflachen ist farbig, die Farbe winkelabhangig.

Abbildung 16: Reflexion am entspiegelten Brillenglas eines Dozenten. Die Ab-
hangigkeit der Farbe des Reflexes vom Winkel ist gut zu erken-
nen

2.7 Beugung

Die Beugung oder Diffraktion ist die Ablenkung von Wellen an einem Hinder-
nis. Durch Beugung kann sich eine Welle in Raumbereiche ausbreiten, die
auf geradem Weg durch das Hindernis versperrt waren. Jede Art von Wellen
zeigt Beugung, man erkennt sie besonders deutlich bei Wasserwellen oder
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2.7 Beugung

Schall. Bei Licht ist die Beugung ein Faktor, der das Auflésungsvermdgen von
Kamera-Objektiven und Teleskopen begrenzt. Es gibt aber auch technische
Komponenten, wie Beugungsgitter, die die Beugung gezielt ausnutzen.

Zur Beugung kommt es durch Entstehung von Elementarwellen entlang ei-
ner Wellenfront nach dem huygens-fresnelschen Prinzip. Diese kénnen durch
Uberlagerung zu Interferenzerscheinungen filhren. Betrachtet man die beiden
Strahlen, die von den Randern eines Einfachspalts, in eine bestimmte Rich-
tung abgelenkt werden, so kénnen sich diese beiden Anteile des Lichtblndels
nach einer Wegstrecke hinter dem Spalt konstruktiv oder destruktiv tberla-
gern. hinter dem Spalt ergibt sich so eine Reihe von Beugungsminima.

=

;]

aufgrund der
"~ Gangunterschiede sind die
Strahlen nicht mehr in Phase

I/D
einlaufende Strahlen / Verlauf der Welle fiir den

sind gleichphasig Strahl am unteren Rand

Abbildung 17: Beugung am Einzelspalt: die roten Pfeile verdeutlichen den
Gangunterschied einzelner Strahlen gegenlber dem oberen
Strahl. Die blaue Sinuskurve im Strahlengang symbolisiert die
Feldstarke der einzelnen Strahlen entlang der Linie zur selben
Zeit. Destruktive Interferenz besteht fir die Richtungen, fir die
sich ganze Perioden ergeben.

Betrachtet man am Einzelspalt die in Richtung © auslaufenden Strahlen, so
haben diese gegeneinander einen Gangunterschied. Das Interferenzmuster
ergibt sich dadurch, dass sich die einzelnen Strahlen in einem entfernten
Punkt (der Wand) Uberlagern. Betragt der Gangunterschied zwischen dem
Strahl am oberen Ende und dem am unteren Ende des Spalts D , so kommt
es immer dann zu einer Ausléschung der in dieser Richtung gemessenen Ge-
samtintensitat, wenn D ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlange grof3er
Null ist. In diesem Fall heben sich die positiven und die negativen Feldstarken
zwichen den Randstrahlen genau auf. Fur alle anderen Richtungen verbleibt
eine Restintensitat, fir den geraden Durchgang (kK = 0) tritt ein besonders
helles Intensitdtsmaximum auf, da dort alle Strahlen gleichphasig sind und
konstruktiv interferieren
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2.7 Beugung

2.7.1 Bragg-Beugung

Trifft eine elektromagnetische Welle auf ein regelméaBiiges dreidimensionales
Gitter, wir das einfallende Strahlenblindel am an diesem Gitter gebeugt. Der
konstante Abstand einzelner Netzebenen von Punkten im Gitter verstéarkt In-
terferenzeffekte, so dass man bei einer festgelegten Wellenlange scharfe In-
tensitdtsmaxima erhélt, wenn die reflektierten Wellen sich konstruktiv Gberla-
gern.

Abbildung 18: Prinzip der Bragg-Beugung an einem regelmaBigen Gitter von
Punkten

Die blauen Linien in Abb. |18 entsprechen Strahlen, die auf parallele Ebenen
des Beugungsgitters treffen und dabei mit dem Lot den Winkel « einschlief3en.
Der Komplementéarwinkel © = 90° — « heif3t Braggwinkel, d ist der Abstand
der Gitterebenen.

Bei einer hohen Zahl von beugenden Punkten im Gitter gibt es fir den Fall
nicht ausschlieBlich konstruktiver Interferenz statistisch zu jeder Welle immer
eine zweite, sie genau ausldscht, so dass keine Reflexion mehr beobachtet
wird. Dies ist auch bei einem nicht gleichmafBigen Gitter der Fall.

Konstruktive Interferenz tritt auf, wenn die Wegdifferenz zwischen oberem und
unterem Wellenzug (der Gangunterschied 20) einem ganzzahligen Vielfachen
der Wellenldange X entspricht:

20 =n- A\,

wobei n auch als Beugungsordnung bezeichnet wird. Der Gangunterschied in
der Abbildung betragt
d = dsin(0),

durch Einsetzen erhalt man sofort die Bragg-Gleichung

n-\=2dsin(0) (14)
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2.7 Beugung

Beugt man eine Roéntgenwelle an einem Kristallgitter (genauer: an den Ato-
men im Gitter), so erhalt man Information Uber die Qualitat des Gitters (und
damit die Glte des Materials) tber die Form der einzelnen Reflexe und Uber
die Zusammensetzung des Gitters, da der Braggwinkel vom Abstand der Ebe-
nen im Kristall bestimmt wird.

Das Verfahren wird als Rontgendiffraktometrie (engl. X-Ray Diffraction, XRD)
bezeichnet. Es erlaubt eine zerstérungsfreie Prifung von Werkstoffen durch
Bestrahlung mit Réntgenwellen scharfer Frequenz und Vermessen der Reflexe
unter verschiedenen Winkeln.
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